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Prefacio

ESTE LIVRO se desting essencialmente a ser uma “Introducio™
¢ nao visa a apresentar uma discussio dos problemas que aborda.
Pareceu apropriado apresentar certos resultados, até entdo so-
mente alcangdveis pelos que j4 dominavam o simbolismo l6gico,
em uma forma que ofere¢a o minimo de dificuldade ao princi-
piante. Fol despendido o maior esforco para evitar o dogmatis-
mo no tocante 3s questdes ainda sujeitas a sérias dividas e tal
disposicio dominou, até certo ponto, a escolha dos tdpicos
considerados. As partes iniciais da Ldgica Matemdtica sio menos
definidamente conhecidas do que suas partes ulteriores, mas sao
pelc menos de igual interesse filoséfico. Muiwo do que ¢
apresentado nos caplrulos que se seguem nio pode ser apropria-
damente chamade ‘“‘filosofia”, embora as questdes consideradas
tenham sido incluidas na Filosofia enquanto nao existia uma
ciéncia satisfatoria das mesmas. A natureza do infinito e da
continuidade, por exemplo, pertenceu, em tempos idos, 4 Filo-
sofia, mas pertence hoje 4 Matemdiica, Talvez niic se possa
considerar que a Filosofia Matemidtica, no sentido estrito, inclua
resultados cienifficos definidos como os que foram obtidos nessa
regido; da Filosofia Matemdtica esperar-se-d, natatalmente, que
trate de questdes que se situam na fronteira do conhecimento
humano ¢ sobie as gquais ainda ndo se tem relativa certeza.
Mas a especulagio em torno dessas questbes dificilmente serd
frutifera, a menos que sejam conhecidas as partes mais cienti-
ficas dos principios da Matematica. Um livro que trate dessas
partes pode, portanto, ser considerado uma fwfroducio i Filoso-
fia Matemdtica, embora dificilmente se possa alirmar que trate
de uma parte da Filosofia, exceto onde ultrapasse o seu préprio
dmbito. Contudo, aborda de fato um conjunto de conhecimen-
tos que, para 0s que © aceitam, parece invalidar muito da
Filosofia tradicional e até boa parte do que é comum na atuali-
dade. Desse mode, bem como em razao de sua repercussio em
problemas ainda nio resolvidos, a Ldgica Matemdtica ¢ rele-



INTRODUGAO A FILOSOFIA MATEMATICA

vante para a.Fi_losofia. Por esse motivo € também por causa
dai importancia intrinseca do assunto, poderd haver algum pro-
POSItO €M uma apreciagdo sucinta dos principais resultados da
Légica Matemitica, em uma forma que nfo exija nem conhe-
cimentos de Matemdtica nem aptidio para o simbolismo mate.
mdtico. IComudo, aqui, como em qualquer outro campo, o
rr;etodo ¢ mais importante do que os resultados, do ponto,de
vista das pesquisas posteriores; e o método nio pode ser bem
explicado dentro da estrutura de um livro como este. E de
esperat que alguns leitores se mostrem suficientemenie interes.
sados para prosseguir no estudo do método pelo qual a Légica
Mat;r.nanca pode ser tornada util 3 investigacio dos problemas
tradicionais da Filosofia. Esse ¢, porém, um tépico que ndo se
tentou abordar nas péginas que se seguem,

BERTRAND RUSSELL

CAPITULO I

A série dos numeros naturais

A MATEMATICA £ UM ESTUDO que, quando iniciado de suas
partes mais fariliares, pode ser levado a efeito em duas diregdes
opostas. A mais comum ¢ construtiva, no sentido da comple-
xidade gradativamente crescente: dos inteiros para as fragles,
os nimeros reais, os nimeros complexos; da adi¢io e multipli-
cagdio para a diferenciagiio e integragio e dai para a Matemdtica
superior. A outra diregdo, que € menos familiar, avangs, pela
andlise, para a abstragdo e a simplicidade légica sempre maiores;
em vez de indagar o que pode ser definido e deduzido daquilo
que se admita para comegar, indaga-se que mais idéias e prin-
cipios gerais podem ser encontrados, em fungio dos quais o
ue fora o ponto de partida possa ser definido ou deduzido.
% o fato de seguir essa diregdo oposta o que caracteriza a Filo-
sofia Maremética, em contraste com a Matemdtica comum. Mas
deve-se entender que a distincio ndo ¢ imprimida ao assunto e
sim 2 disposi¢io de animo do investigador. Os antigos gedme-
ttas gregos ao passarem das regras de agrimensura empiricas
epipcias para as proposigdes gerais pelas quais se constatou
estarem aquelas regras justificadas, e dal para os axiomas e
postulados de Euclides, estavam praticando a Filosofia Matema-
tica, segundo a defini¢io acima; porém, uma vez atingidos os
axiomas e postulados, o seu emprego dedutive, como testemu-
nhamos em Euclides, pertencia & Matemidtica no sentido comum.
A distingdo entre Matematica e Filosofia Matemdtica depende
do interesse que inspire a pesquisa e da etapa por esta atingida
e ndo das proposi¢des s quais a investigagdo esteja afeta.

Podemos enunciar a mesma distingdio de outra maneira,
As coisas mais Sbvias e fdceis da Matemdtica ndo sio as que
aparecem logicamente no inicio; sdo as que, do ponto de vista
da dedugio 18gica, surgem em algum ponto no meio. Assim
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como os cotpos mais fdceis de se vet ndo sdo os que se encon-
tram muito perto ou muito longe, nem os muito grandes ou
muito pequenos, assim também as concepes de mais fécil
percepgao nao sio as muito complexas ou as muito simples
(usando-se o termo “simples” em sentido légice). E, da mesma
forma como necessitamos de dois tipos de instrumento, o
telescépio e o microscdpio, para ampliarmos o nosse poder
visual, necessitamos de dois tipos de instrumento para a amplia-
¢do de nossa capacidade légica: um para nos fazer avancar até
& Matemdtica superior, outro para nos levar de volta aos Funda-
mentos légicos das coisas que somos propensos a aceitar como
fatos consumados em Matemdtica.  Constataremos que, anali-
sando nossas nogbes matemdticas ordindrias, adquitimos visdo
renovada, poderes novos e os meios de chegar a assuntos mate-
méticos inteiramente noves pela adocao de novas linhas de
avango apds a nossa viagem para trds. O propdsito deste livro
€ explicar a Filosofia Matemdrtica simplesmente e de maneira
ndo-técnica, sem demorar nas partes que sejam por tal forma
duyidosas ou dificeis que tornem escassamente possivel um tra-
tamento elementar. Um tratamento completo das mesmas serd
encontrado em Principia Mathematica;* o tratamento neste
volume tem mero cardter de introducio.

Para uma pessoa medianamente educada de hoje, o ponto
de partida Sbvio da Matemdtica seria a série de ntimeros inteiros:

1, 2,3, 4, ... et

Provavelmente apenas a pessoa dotada de algum conheci-
mento de Matemdrica pensaria em comegar com 0 e ndo com 1,
mas admitiremos a existéncia desse grau de conhecimento,
adotaremos para nosso ponto de vista a série:

0,1,2, 3, ... n ntl,
- P .
e € 2 essa série que nos estaremos referindo quando falarmos
em “série dos niimeros naturais”.

Somente em um estdgio muito avangado da civilizacio &
que podemos adotar essa série para nosso ponto de partida.
Devem ter sido necessdrias muitas eras para a descoberta de

»

Cambridge University Press, vol. I, 1900; vel. IJ, 1911; wvol,
III, 1913, Por WHITEHEAD ¢ RUSSELL.
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gue um casal de faisbes e um par de dias C(instituiam,‘ ambc)s:
instdncias do numero 2: o grau de abstracio e:}volwdct estd
longe de ser imediato. E a descoberta de que 1 ¢ um nimero
deve ter sido dificil. Quanto a0 0, ele constitui acréscimo assaz
recente; Os gregos € 08 romanos nao dispunham d?‘tal algaris-
mo. Se nos tivéssemos dedicado i Filosofia Matemdrica em dias
mais afastados, terfamos sido obrigados a comegar com algo
menos abstrato do que a série dos numeros naturals, a qléal
atingitiamos como uma etapa de nossa viagem para iras. Quanda
os fundamentos Idgicos da Matemdtica se tiverem to_rnado mais
familiares, estaremos habilitades a comeger-amda mais recuados,
em um ponto que constitui hoje um estégio posterior de nossa
andlise. Mas, no momento, os numeros naturals parecem re-
presentar o que é mais facil ¢ familiar em Matemdtica.

Mas, conquanto familiares, nio séo comprechidqs. Pou-
quissimas pesscas tém uma defini¢do para © significado  de
“nimero” ou “0” ou 17, Nio ¢ diffcil verse que, partmc_io_—se
de 0, pode-se atingir qualquer outro némero natural por adégoes
repetidas de 1, mas teremos de definir o .que queremos dizer
com as expressdes ‘‘adicionar 17 e “repetir’. E’ssas questdes
pdo sio de modo algum fdcels. Acreditouse até recentemen-
te que pelo menos algumas dessas primeiras nogdes de Aritmé-
tica deviam ser aceitas como por demais simples e primitivas
para que fossem definidas. Como t‘odos 0S tEFMOos defm_ldos 0
sio por meio de outros termos, estd claro que © conhecimento
humano terd sempre de se contentar em aceitar alguns termos
como inteligiveis sem definiciio, a fim de ter um ponto de
partida para suas defini¢Bes Nio € claro que ter}ham (lie existic
termos que sejam incapazes de ser definidos: ¢ poss._ivel que,
por mais que avancemos nas definigdes, possamos i ainda mais
além. Por outro lado, também € possivel que, quando a anilise
tenha sido levada suficientemente avante, alcancemos termos
realmente simples, e, portanto, logicamente in}capazes da espécie
de definicio que consiste em analisar. Esta é uma questdo que
ndo nos € necessdrio decidir; para os propositos que temos em
mira basta observar que, como os podetes humanos séo finitos,
as definicdes gue nos sdo conhecidas terdo sempre de comeqar
em algum ponto, com termos indefinidos para o momento,
embora talvez nio permanentemente.

Toda a Matemitica pura tradicional, incluindo a Geome-
tria Analitica, pode ser considerada como consistindo totalmente
em proposi¢des sobre os nimeros naturais. Equivale a dizer, os
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lermos que ocorrem podem ser definidos por meio dos nimeros
naturais ¢ as proposicGes podem ser deduzidas das propriedades
dos nimeros naturais — com o acréscimo, em cada caso, das
idéias e proposi¢des da Légica pura,

O fato de toda a Matemdtica pura tradicional poder ser
derivada dos ndmeros naturais € descobetta razoavelmente re-
cente, embora disso de hd muito se suspeitasse. Pitdgoras que
acreditava que nfo apenas a Matemidtica, mas tudo o mais
podia ser deduzido dos niimeros, foi o descobridor do mais sério
obstdculo no caminho do que ¢ chamado “aritmetizagic” da
Matemdtica, Foi Pitdgoras quem descobriu a existéncia dos
incomensurdveis, e, em particular, da incomensurabilidade entre
o lade de um quadrado e sua diagonal. Se o comprimento do
lado de um quadrado é de 1 centimetro, o nimero de cent.
metros do comprimento da diagonal € igual 2 raiz quadrada de
2, que pareceu ndo ser ndmero algum. O problema assim levan-
tado s6 foi resolvido em nossos préprios dias e s6 foi comple-
tamente tesolvido com a ajuda da reducio da Aritmética 2
Légica, que serd explicada nos capitulos seguintes. No momento,
simplesmente, consideraremos fato consumado a aritmetizaco
da Matemdtica, embora isso tenha constituido feito da mais
alta Importéncia.

Uma vez toda a Matemdtica pura tradicional reduzida a
teoria dos mimeros naturais, o passo seguinte na analise légica
foi reduzir essa prépria teoria a0 menor conjunto de premissas
e termos ndo definidos dos quais pudesse ser derivada. Esse
trabalho foi realizado por Peano. Ele mostrou que toda a
teoria dos nimetos naturais podia ser derivada de trés idéias
primitivas e cinco proposides primitivas, além daquelas da
Légica pura. FEssas trés idéias e cinco proposi¢des tornaram-se,
desse modo, por assim dizer, as gatantias de toda a Matemdtica
puta tradicional. Se elas pudessem ser definidas e provadas
em termos de outras, também ¢ poderia toda a Matemitica
pura. Seu “peso” ldgico, caso se possa usar tal expressdo, €
igual a0 de toda a série de ciéncias deduzidas da teoria dos
nUmeros naturais; a verdade dessa série inteira estard garantida
caso esteja garantida a verdade das cinco proposicdes primitivas,
desde que, naturalmente, nada haja de erréneo no aparato légico
também envolvido. O trabalhe de analisar a Matemdtica €
extraordinariamente facilitado por esse trabalho de Peano.

As twréds idéias primitivas da Aritmética de Peano sio:

0, namero, sucessor,
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Por “sucessor” ele quer dizer o nimero seguinie na ordem
natural. Equivale a dizer, o sucessor c{le 0 (i 1, o sucessor de
1 é 2, ¢ assim por diante. Por “mimero”, ele‘_ quet dizeqr,
no caso, a classe dos nimeros naturals.” Ele nio pressupde
conhecamos todos os nimeros dessa_classe, mas apenas saiba-
mos o que queremos dizer quando dizemos que isto ou aquilo
¢ um mimero, assim como sabemos o que queremos dizer quando
dizemos “Jones ¢ um homem", embora ndo conhegamos todos
os homens individualmente.

As citco proposi¢des primitivas admitidas por Peano sdo:

1) 0 é um namero.

2) O sucessor de qualquer nimero é um nimero.

3} Nio hd dois niimeros com um MESMO SUCESSOr,

4) 0 ndo € o sucessor de ndmero algum.

5} Qualquer propriedade que pertenga a 0, e também ao
sucessor de todo niimerc que tenba essa propriedade,
pertence a todos os nimeros.

Essa tltima proposigio é o principio da inc!ugao _matemd-
tica. Teremos muito a dizer relativamente i indugdo mate-
mdtica no gue se segue; NO MOMento, esramos mteifessac!os
nela somente gquanto 3 sua ocorréncia na andlise da Aritmética
de Peano.

Consideremos brevemente de que maneira a teotia dos
ndmeros naturais resulta dessas trés idéias e cinco proposigoes.
Para comegar, definimos 1 como “sucessor de 0”, 2 como “su-
cessor de 17, e assim por diante. Podemos, obviamente, prosse-
guir com essas defini¢des enquante nos aprouver, porquanio,
em virtude de 2), todo ndmero que atingirmos tera um suces-
sor, ¢, em virtude de 3), esse nimero ndo poderd ser gualquer
dos j4 definidos, porque, se assim fosse, dols mimeros diferentes
teriam o mesmo sucessor; e, em virtude de 4), nenh)um dos
ndmeros que alcancemos na série de sucessores Ipf)dera sex 0.
Assim, a série de sucessores nos dd uma série infinita de ndme-
ros continuamente novos. Em virtude de 5), todos os nmimeros
estio nessa série, a qual comega com O e prossegue atraves de
sucessores sucessivos; porque: a) ( pertence a essa sérlc?, e b)
se um nimerc # a ¢la pertence, também a ela pertencerd o seu

*  Usaremos “nhmero™ nesse sentido no presente capitulo, Mais
adiante, 2 palavra seri usada em sentido mais geral.
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sucessor, porquanto, de acordo com a inducio matemadtica,

todos os nimeros pertencem 4 série.

Suponhamos que nos propomos a definir a soma de dois
nimeros. Tomando qualquer ntmero m, definimos m+40
como #z € m=+(#+1) como o sucessor de w-+». Em virtude de
5), isso dd uma definicio da soma de m e #, seja qual for o
nimero ». Podemos definir de forma semelhante o produte de
dois niimeros quaisquer. O leitor poderd facilmente convencer-
-se de que qualquer proposicio elementar comum da Aritmética
pade ser pravada por meio de nossas cinco premissas, e, caso
sinta dificuldade, poders encontrar & prova em Peano.

E tempo de abotdarmos as consideragdes que tornam ne-
cessdrio avangar mais além do ponto a que chegou Peano,
que representa o ultimo aperfeicoamento da “aritmetizacio’ da
Matemdtica, até Frege, que primeiro conseguiu ‘‘logificar”
a Matemdtica, isto &, reduzir i Légica as nogdes aritméticas que
0s seus predecessores mostraram ser suficientes para a Matemi-
tica. Nio apresentaremos de fato neste capitulo as defini¢es de
aumero e de determinados nimeros, de Frege, mas daremos
algumas das razdes pelas quais o tratamento dado por Peano
¢ menos final do que parece.

Em primeiro lugar, as trés idéias primitivas de Peano —
isto ¢, “0”, “ndmero” e “sucessor” . sio passiveis de um
mimero indefinido de interpretagdes diferentes, satisfazendo,

todas, as cinco proposicdes primitivas. Daremos alguns exemplos.

1) Admitamos que “0” signifique 100 e que “‘numero”
signifigue os mimeros de 100 em diante na série dos nimeros
naturais.  Entic, todas as nossas proposi¢des primitivas sdo
satisfeitas, até mesmo a quarta, porquanto, embora 100 seja o
sucessor de 99, este nio é um “nimero” no sentido ora por nds
emprestado a esta palavra, E Gbvio que qualquer ndmero po-
derd substituir 100 neste exemplo.

2) Deixemos que “0” tenha o seu significado usual mas
iy >
fagamos que “niimerc” signifique o que geralmente chamamos
“nimero par’ e que o sucessor de um mimero seja o resultado
da adi¢io de dois a ele, Entdo “1" ficard no lugar do nimero
. Vi . . . 8 .
dois, “2" no do nimero quatro, e assim por diante; a sétie dos
4 td q i }
numeros’’ serd agora:

0, dois, quatro, seis, oito , . .

Todas as cinco premissas de Peano ainda sio satisfeitas,
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3) Admitamos que 07 signifique o nimero um e que
“nimero” signifique o conjunto:

L L1111
2 4 816
e que “sucessor” signifigue a “metade”. Todos os cinco

axiomas de Peano serfo verdadeiros para esse conjunto.
Esti claro que tais exemplos poderiam ser multiplicados
indefinidamente.

Na verdade, dada qualquer série:
Koy X1,y x2} Xas oo xm

que € infinita, ndo contém repeti¢Ges, tem um comego ¢ nio
tem termo algum que ndo possa ser atingido por um mimero
finito de passos, temos um conjunto _de termos que verifica os
axiomas de Peano. Isso pode ser \rls(tonfacﬂmen_te, embora a
prova formal seja algo longa. Seja <0 engcndldo como  x,,
seja “nimero” entendido como todo o conjunto dﬁe termos,
e seja ‘“‘sucessor” de x. entendido como xni:. Entdo,

1) “0 é um nimero”, isto €, ¥, ¢ um membro do conjunto.
E - Ls i H
2) “0O sucessor de qualquer nimero € um niunero”, isto
¢, tomando-se qualquer termo x» do conjunto, x n+1 € também
do conjunto,

Ty -
3) “nao hd dois nldmeros com um mesmo sucessor’, 1Sto

€, se xm e xn sd0 dois nimeros diferentes do conjunto, Xm 1
€ xny1 sdo diferentes; isto resulta do fato de (por hipdtese)
ndo haver repeti¢des no conjunto.

4) "0 ndo é o sucessar de niimero algum”, isto €, nenhum
termo do conjunto vem antes de x,.

3} Isto se torma: Qualquer propriedade gque pertenga
a X, € que pertenga a ¥n+1 desde que pertenca a xa, perten-
ce a todos os xox.

Isso se segue da propriedade correspondente dos niimeros.

Uma série da forma:

Xgy X1y Xay cvv Xns oeo
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na qual hd um primeiro termo, um sucessor para cada rermo
(de modo a ndo haver um dltimo termo}, sem repeticdes ¢ na
qual qualquer termo pode ser atingido, partindo do inicio, por
um ndmero finito de passos, é chamada progressio.  As pro-
gressdes sdo de grande importincia para os principios da Mate-
mdtica. Como acabamos de ver, toda progressdo verifica os
cinco axiomas de Peano. Pode ser provado, inversamente, que
toda série que verifique os cinco axiomas de Peano ¢ uma
progressio.  Portanto, esses cinco axiomas podem ser usados
para definir 4 classe das progressdes: “progressdes” sio “aguelas
séries que verificam esses cinco axiomas”, Qualquer progressio
pode ser tomada como base da Matemética pura: podemos dar
o nome “0”" a0 seu primeiro termo, o nome “mimero” a todo o
confunio de seus termos e o nome “sucessor” a0 termo seguinte
na progressdao. A progressdo ndo precisa ser composta de mime-
ros: pode ser composta de pontos no espago, ou momentos de
tempo ou quaisquer outros termes dos quais haja um suprimento
infinito.  Cada progressio diferente dard surgimento a uma
interpretacio diferente de todas as proposicdes da Matemdtica
pura tradicional; todas essas possiveis Interpretagdes serdio igual-
mente verdadeiras.

Nada hd no sistema de Peano que nos permita distinguir
entre essas diferentes interpretacdes de suas iddias primitivas.
Admite-se que sabemos o que queremos dizer por “0” e que
nic devemos supor que esse simbolo signifique 100 ou a agulha
de Cledpatra ou qualquer das outras coisas que possa significar.

O fato de “0” e “nimero” e “sucessor” ndo poderem ser
definidos por meio dos cinco axiomas de Peano, devendo ser
independentemente entendidos, € ponto importante. Nio deve-
MOs querer que os nossos nlimeros meramente verifiquem fér-
mulas matemdticas, mas também que se apliquem de modo certo
a objetos comuns. Queremos ter dez dedos, dois olhos e um
nariz. Um sistema no qual “1” significasse 100 e “2” signi-
ficasse 101, e assim por diante, poderia ser muito bom, para a
Matemética pura, mas ndo se prestaria d vida cotidiang, Que-
remos que “0” e “nimero” e “sucessor” tenham significados
que nos déem as devidas porgdes de dedos, olhos e nariz. J4
temos alguma nogio (embora ndo suficientemente articulada
ou analitica) do que queremos dizer por “1” e “27 & assim
por diante e o uso que fazemos dos nimeros em Aritmética
deveri conformarse 2 essa nogio, Nio podemos garantir que
© mesmo se verifique por meio do método de Peano; o méximo
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que podemos fazer, caso adotemos esse método, € declarar
“sabemos 0 que queremos dizer por ‘0’ e ‘mimero’ e ‘sucessor’,
embora ndo possamos explicar o que queremos dizer em termos
de ourros conceitos mais simples”., E bem legitimo fazer tal
declaragio quando necessdrio e a certa altura todos temos de
fazé-lo; mas constitui o objetivo da Filosofia Matemdtica evi-
td-lo por mais tempo possivel. Gragas & teoria légica da Arit-
mética podemos evitd-lo por muito tempo,

Podet-se-4 sugerir que, em vez de estabelecer “0” ¢ *‘ntime-
ro” e “sucessor” como termos cujos significados conhecemos
embora ndo os possamos definir, podemos deixar que represen-
tem trés termos guatsguer que verifiquem os cinco axiomas de
Peano. Nio mais serio termos que tém um significado que é
determinade embora ndo definido: serfio “‘varidveis”, termos
a respeito dos quais fazemos certas hipdteses, isto é, aquelas
enunciadas nos cinco axiomas, mas que sio, de outro modo,
indeterminados. Se adotarmos esse plano, os nossos tecremas
ndo serdo provados ho tocante a um determinado conjunto de
termos chamades “‘os nimeros naturais”, mas relativamente a
todos os conjuntos de termos que tenham certas propriedades.
Tal procedimento ndo é falacioso; na verdade representa, para
certos propdsitos, valiosa generalizacio. Mas, sob dois pontos
de vista, malogra em fornecer uma base adequada para a Arit-
mética. Em primeiro lugar, ndo nos possibilita saber se existem
quaisquer conjuntos de tetmos que verifiquem os axiomas de
Peano; nem sequer di a mais ténue sugestio sobre qualquer
meio de descobrir se existem tais conjuntos. Em segundo lugar,
queremos, como ji observamos, que os nossos mimeros sejam
tais que possam ser usados para contar os objetos comuns, e isso
exige que os nossos nimeros tenham significado definido, nio
apenas que tenham certas propriedades formais. Esse signifi-
cado exato é definido pela teoria 1dgica da Aritmética.



CAPITULO I

Definicdo de nimero

A PERGUNTA “QUE E NUMERO?” tem sido com freqiéncia
feita, mas s¢ fol corretamente respondida em nossa propria
€poca. A resposta foi dada por Frepe em 1884, em sevs Grund-
lagen der Arithmetik* Conquanto esse livio seja bem pequena,
ndo seja dificil, e seja da mais alta importincia, quase nio atraiu
aten¢do alguma e a definicio de nimero que contém permaneceu
praticamente desconhecida até que foi redescoberta por este
autor em 1901,

Ao buscarmos uma definicio de nimero, a primeira coisa
a esclarecer € aquilo que podemos chamar a gramdtica de nossa
indagagdo. Muitos fildsofos, ao tentarem definir nimero, dedi-
cam-se, na realidade, ao trabalho de definir pluralidade, que €
coisa muito diferente. Néimero é o que é caracteristico de nime-
ros, como homem € o que & caracterfstico de homens. Uma
pluralidade ndo é uma instinciza de nimero, mas de algum
nimero determinado. Um trio de homens, por exemplo, € uma
instincia do mimero 3, € 0 nimero 3 € uma instincia de nimero;
mas o trio nio € uma instincia de ndmero. Esse ponto poderd
parecer elementar e dificilmente digno de ser menctonado; no
entanto, provou ser por demais sutil para os filésofos, com
poucas excegdes.

Um determinado mimero nio é idéntico a qualquer colegio
de termos que o contenha: o mdmera 3 ndo ¢ idéntico a0 trio
consistindo de Brown, Jones e Robinson, O mimero 3 ¢ algo
que todos os trios tém em comum € gue os distingue de outras
cole¢des.  Um numero € algo que caracteriza certas colecdes,
isto €, aquelas que tém aquele numero,

* A mesma resposta ¢ dada de maneira mais plena ¢ desenvalvida

em seus Grundgesetze der Arithmetik, vol, 1, 1893,
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Em vez de falarmos de uma ‘‘colegao”, falaremos, via de
regra, de uma “classe” ou, por vezes, de um ‘“conjunto”, As

; ; .
cutras palavras usadas em Matemdtica para designar essa mesma
coisa sio “agregado” e “multiplicidade”. Teremos muito a
dizer depois sobre as classes. No momento, d1‘remos o minimo
possivel. Mas hd algumas observagdes que tém de ser feitas
imediatamente,

Uma classe ou colecao pode ser definida de duas maneiras
que & primeira vista parecem assaz distintas. Podemos enume-
rar seus termos, como quando dizemos “A colegio & que me
refiro € a de Brown e Robinson”, Cu podemos mencionar uma
propriedade que a defina, como quando falamos de “humani-
dade” ou de “habirantes de Londres”. A definigiio que enumera
¢ chamada defini¢do por “extensdo” e a que menciona uma
propriedade definidora ¢ chamada definicio por “‘intensio”.
Desses dois tipos de definigfo, aquele por intensio & logica-
mente mais fundamental. Isso é mostrado por duas considera-
coes: 1) a de que a definigdo extensional pode ser sempre
reduzida a uma definigio intensional; 2) a de que a definigdo
intensional com fregiéncia ndo pode ser, sequer teoricamente,
reduzida 4 definicio extensional. Cada um desses pontos exige
uma palavra de explanagio.

1} Brown, Jones e Robinson possuem, todos, uma cetta
propriedade que ndo é possuida por nada mais em todo o uni-
verso, a saber, a propriedade de ser ou Brown ou Jones ou
Robinson. Essa propriedade pode ser usada para dar uma defi-
ni¢iio por intensdo da classe consistindo de Brown e Jones e
Robinson. Considere-se a férmula “x & Brown ou x € Jones ou
x ¢ Robinson”. Essa férmula sé serd verdadeira apenas para
os ttés x, isto ¢, Brown e Jones e Robinson, A esse respeito,
assemelha-se a uma equagio cibica com suas trés raizes. Pode
ser tomada como assinalando uma propriedade comum aos mem-
bros da classe que consiste desses trés homens e peculiar 2 eles.
Tratamento semelhante pode, obviamente, ser aplicado a qual-
quer outra classe dada por extensio.

2) E dbvio que, na pritica, podemos com freqiiéncia saber
muito sobre uma classe sem estarmos capacitados para enumetar
seus membros. Nenhum homem poderia, de fato, enumerar
todos os homens, ou mesmo todos os habitantes de Londres,
no entanto sabe-se muito sobre cada uma dessas classes, Isso &
suficiente para mostrar que a definigio por extensdo ndo ¢ ne-
cessdria 20 conhecimento sobte uma classe. Mas, quando consi-
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deramos as classes infinitas, constaramos que a enumeragao
ndo € sequer teoricamente possivel para os seres que vivem
apenas durante um tempo finito. Nio podemos enumerar todos
os nimetos narurais: sao eles 0, 1, 2, 3, e assim por diante, Em
algum ponto teremos de contentar-nos com esse “e assim por
diante”, Nao podemos enumerar todas as fragbes ou todos os
nimeros irracionais, ou, inteiramente, qualquer outra colegdo
infinita, Assim, o nosso conhecimento relativamente a todas
essas colegdes s pode ser obtido de uma definigio por intensio.

Essas observagbes sio relevantes de trés maneiras diferentes
quando buscamos a definigio de nimero, Em primeiro lugar,
os nimeros formam, eles prdéprios, uma colegdo infinita, nio
podendo, portanto, ser definidos por enumeragao. Em segundo
lugar, as colegdes que tenham um determinado mimere de termos
formam, elas préprias, presumivelmente, uma colecio infinita:
€ de se presumir, por exemplo, que exista uma colegdo infinita
de trios no munde, pois, se assim nao fosse, ¢ nimero total de
coisas no mundo seria finito, o que, conguanto possivel, parece
improvivel. Em terceiro lugar, desejamos definir “mimerc” de
tal maneira que possibilite os nimeros infinitos; assim, devemos
poder falar do nimero de termos de uma colegio infinita, e tal
colegio deverd ser definida por intensio, isto €, por uma pro-
priedade comum a todos os seus membros e a eles peculiar.

Para muitos propdsitos, uma classe e uma caracteristica
que a define sdo praticamente intercambidveis, A diferenca
vital entre as duas consiste no fato de haver apenas uma classe
com um dado comjunto de membros, enquanto sempre hd
muitas caracteristicas dilerentes pelas quais uma determinada
classe pode ser definide. Os homens podem ser definidos como
bipedes implumes ou como animais racionais ou {mais correta-
mente) pelos tragos pelos quais Swift delineia os Yeboos.* E
esse fato, de uma caracteristica definidora jamais ser tinica,
0 que torna as classes dteis; de outro modo, poderiamos con-
tentar-nos com as propriedades comuns e peculiares aos seus
membros.** Qualquer dessas propriedades pode ser usada em
lugar da classe sempre que a unicidade ndo seja importante.

* Uma raga suja de brutos, com z forma e todos os vicios de

lomem, descrita por Swirr em As Viagens de Gulliver. (N. do T.)
** Conforme serd explicado mais adiante, as classes podem ser
consideradas ficgSes ldgicas, elaboradas de caracteristicas definidoras.

~o momento, simplificard a nossa exposigio 0 seu tratamento como se
fossern reais.
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Voltando agora a definigho de nimero, esid claro que
ndimero € um modo de reunir certas colegdes, isto €, as que tém
um dado nimero de termos. Podemos imaginar todas as
duplas em uma colegdo, todos os trios em outra, e assim por
dignte. Dessa maneira obtemos virias colesdes de colegoes,
consistindo cada colegio de todas as colegdes que tém um certo
ntmero de termos. Cada colegio é uma classe cujos membros
sdo colecdes, isto €, classes; assim, cada uma ¢ uma classe de
classes. A colecdo que consiste de todas as duplas, por exemplo,
¢ uma classe de classes: cada dupla € uma classe com dois
membros, e a colegdo inteira de duplas ¢ uma classe com ndmero
infinito de membros, cada um dos quais € uma classe de dois
membros,

Como decidiremos sobre se duas colegbes deverdo perien-
cer 4 mesma cole¢io? A tesposta que se impde € “‘Determine
guantos membros tem cada wma, colocando-as em uma mesma
colecio se tiverem o mesmo nimero de membros”, Mas isso
pressupde que tenhamos definido os nimeros e saibamos como
descobtir quantos termos tem uma colegio. Estamos de tal
forma acostumados com a operagdo de contar que tal pressuposi-
¢do poderd facilmente passar despercebida. Contudo, a con-
tagem, embora familiar, é de fato uma operagio logicamente
muito complexa; mais ainda, 6 se dispde dela, como meio
para descobrir quantos termos tem uma colecio, quando esta é
tinita. Nossa definigdo de nimero ndo deve admitir de antemio
que todos os nimeros sejam finitos; e ndo podemos, de gualquer
modo, sem cair em um circulo vicioso, usar a contagem para
definit os nimeros, porque estes sZo usados na contagem.
Necessitamos, portanto, de algum outro método para decidir
se duas colegdes t8ém o mesmo ndmero de termos.

Na realidade, ¢ logicamente mais simples descobrir se duas
colegBes tém o mesmo nimero de termos do que definir qual &
esse nlimero. Um exemplo esclarecerd esse ponto. Se ndo
houvesse poligamia e poliandria em parte alguma do mundo,
estd claro que o nimero de maridos vivos a qualquer momento
seria exatamente igual ao nuimero de esposas vivas. Nio é
necessdrio um censo para nos assegurarmos disso, nem tampouco
necessitamos saber o mimero real de maridos e esposas. Sabe-
mos que o nidmero deve ser igual em ambas as cole¢des, porgue
cada marido tem uma esposa e cada esposa tem um marido, A

relagio entre marido ¢ mulher é chamada relagio de *‘um-
-para-um”,
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Uma relagio ¢ dita de “um-para-um” guande, se x tem
essy relagdo com y, nenhum outro x’ tem a mesma relagdo com
¥, ¢ x ndo tem 4 mesma relagio com qualguer rermo ¥ outro
gue nio 3. Quando € preenchida apenas a primeira dessas
condigies, a relagio ¢ chamada de “um-para-muitos”; quando
preenchida apenas a segunda, é chamada de “muitos-para-um”.
Cabe observar que o ndmero 1 ndo € usado nessas defini¢des,

Nos pafses cristdos, a relagdio entre marido ¢ mulher é de
um-para-um; nos pafses maometanos, é de um-para-muitos;
no Tibete, ¢ de muitos-para-um. A relagio de pai para filho
¢ de um-para-muitos; a de filho para pai ¢ de muitos-para-um,
mas a do filho mais velho para o pai é de um-paraum. Se » ¢
qualquer nimero, a relagio de # para #»+1 é de um-para-um;
também ¢ essa a relagio de # para 27 ou para 34 Quando
consideramos apenas nimeros positivos, a telacio de # para #*
¢ de um-para-um; mas quando sio admitidos nimeros negati-
vos, ela sc torna de dois-paraum, portanto # e —» tém o
mesmo quadrado. Esses exemplos deverdo bastar para esclare-
cer as no¢des de relagbes de um-para-um, um-para-muitos e
muitos-para-um, as quais desempenham grande papel nos princi-
_pios da Matemdtica, nic apenas no tocante # definigio dos
* nimeros como também sob muitos outros aspectos.

Duas classes sdo ditas “‘similares” quando hd uma relagio
de um-para-um que cotrelaciona cada termo de uma classe com
um termo da outra classe, do mesmo modo como a relacao de
casamenro correlaciona os maridos com as mulheres. Umas
poucas definicdes preliminares ajudario a enunciar mais pre-
cisamente essa definicdo. A classe dos termos que tém uma
determinada relagio com algo ¢ chamada o dominio daquela
relacdo: assim, os pais sio o dominio da relagdio de pai para
filho, os maridos sio o dominio da relagio de marido para es-
posa, a5 esposas sdo o dominio da relagio de esposa para marido,
€ os maridos e esposas, juntos, sdo o dominio da relacio de
casamento. A relagio de esposa para maride é chamada a inversa
da relagio de marido para esposa. Do mesmo modo, menor € o
inverso de maior, mais tarde € o inversp de mais cedo, e assim
por diante. De modo geral, ¢ inverso de uma determinada
rel‘ac;éo ¢ a relagdo que existe entre y e x sempre que essa relagio
exista entre x € ¥. O dominio inverse de uma relagio ¢ o do-
minio de seu inverso; assim, a classe das esposas ¢ o dominio
invetso da relagdo de marido para esposa. Podemos agora
enunciar assim a nossa definigio de similaridade:
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Usma classe & dita “similar’” a outra quando bi wma
relacio de wm-para-um da qual wma classe ¢ o do-
minio, enguanto a otitra ¢ o dominio inverso.

E fécil provar 1) que toda classe & similar a si mesma, 2)
que se uma classe % é_slr_m]ar a uma cl{ass’e {3, entio § & flm;lan;
2@ 3) que se « é similar a B e } € similar a v, entdo o €
similar 2 v. Uma relagdo é dita reflexiva quando possui a pri-
meira dessas propriedades, simétrica quando possui a segunda,
e fransitiva quando possui a terceira. E 6bvio que uma relagdo
que ¢ simétrica e transitiva deve ser reflexiva em todo o seu
dominio. As relagdes que tém essas propriedades sio muito
importantes, valendo observar que a similaridade ¢ uma relagdo
dessa espécie.

E claro ao censo comum gue duas classes finitas tém o
mesmo numero de termos se sio similares, mas ndo em caso
contrdrio. O ato de contar consiste em estabelecer uma corre-
laggio de um-para-um entre o conjunto de objetos contados e os
nimeros naturais (excluindo 0) usados no processo. Conse-
glientemente, o senso comum conciui que hd tantos objetos no
conjunto a ser contado quantos sdo os mimeros até ao ultimo
ntmero usado na contagem. E também sabemos gue, enquanto
nos restringirmos aos nimeros finitos, haverd exatamente #
mimeros de 1 até ». Seguese que o ultimo ndmero usado na
contagem de uma colecio ¢ o nimero de termos da colegio,
desde que a colegio seja finita. Mas esse resultado, além de
ser somente aplicivel a colecdes finitas, pressupbe o fato de duas
classes similares terem o mesmo niimero de termos. e dele de-
pende; pois o que fazemos gquando conramos (digamos) 10
objetos € mostrar que o conjunto desses objetos € similar
ao conjunto de mimeros de 1 a 10. A nocdc de similaridade
estd logicamente pressuposta na operacio de contar, sendo logi-
camente mais simples, embora menos familiar. Na contagem,
¢ necessdrio tomar os objetos contados em uma certa ordem,
como primeiro, segundo, terceiro, etc., mas ordem ndo é da
esséncia de nmimero: € um acréscimo irrelevante, uma compli-
cagdo desnecessdria do ponto de vista ldgico. A nogio de simi-
lafidade nio exige uma ordem: por exemplo, vimos que o
numero de maridos ¢ o mesmo que o nimero de esposas, sem
termos de estabelecer uma ordem de precedéncia entre eles.
Também nzo exige que as classes similates sejam finitas. To-
memos, por exemplo, os niimeros naturais {excluindo 0), de
vm lado, e, de outro, as fracdes gue tém 1 como numerador:
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. . - 1 1 .
¢ ébvio que podemos correlacionar 2 com —-, 3 com —, ¢ assim
por diante, provando, assim, que as duas classes s@o similares,

Podemos assim usar a nogdo de “similaridade” para decidir
se duas colegdes deverdo pertencer 3 mesma cole¢io, no sentido
em que levantamos essa questio anteriormente neste capitulo.
Queremos formar uma colecio contendo a classe que ndo tem-
membro algum: esta serd para o nimero 0. A seguir, queremos
uma colecic com todas as classes que tém um membro: esta
serd para o niimero 1. A seguir, para o mimero 2, queremos
uma colecio consistindo de todas as duplas; depois, uma de
todos os trios, e assim por diante, Dada qualquer colegdo,
podemos definir a colegdo, & qual deve pertencer, coma sendo
a classe de todas as colecBes “similares” a ela. E muito fdcil
ver-se que se {por exemplo) uma colegio tém trés membros,
a classe de todas as colecBes similares a ela serd a classe dos
trios. E, seja qual for o mimero de termos de uma colegdo,
as colegdes que |he sejam “‘similares” terdo o mesmo nimerc de
termos. Podemos tomar essa observagio como uma definigdo
para “ter o mesmo ndmero de termos”. E &bvio que d4 re-
sultados em conformidade com o uso enquanto nos limitamos
a colegbes finitas,

Até agora ndo sugerimos coisas nem ao minimo paradoxais.
Mas, quando chepamos 4 defini¢io real dos nimeros, ndo po-
demos evitar o que deverd parecer, 2 primeira vista, um para-
doxo, embora essa impressic logo se desvaneca. Pensamos,
naturalmente, que a classe das duplas (por exemplo) seja algo
diferente do nimero 2. Mas ndo hd divida alguma quanto 2
classe das duplas: & indubirdvel e nip é dificil de definir,
enquanto o nimero 2, em qualquer outro sentido, ¢ uma enti-
dade metafisica de cuja existéncia jamais podemos estar seguros
e cuja pista nunca podemos estar certos haver determinado. E,
portanto, mais prudente contentar-nos com a classe das duplas,
da gual estamos seguros, do que cagarmos um problematico
nimero 2 que sempre se mostrard fupidio. Conseqientemente,
estabelecemos esta definigio: :

O uttmero de uma classe ¢ a classe de todas as classes
simiilares a ela.

Assim, o nimero de uma dupla serd a classe de todas as
duplas. Na verdade, a classe de todas as duplas serd o nimero

DerFiNIgAo DE NUMERO 25

2, de acordo com a nossa definigio. Gragas a0 emprego de
alguma originalidade, essa defini¢io garante precisio e certeza;
e nio ¢ dificl provar que os mimeros assim definidos tém
todas as propriedades que dele esperamos.

Podemos passar agora 3 definigdo dos nimeros em geral
como sendo qualquer uma das colegdes nas quais a similaridade
coleciona classes. Um nimero serd um conjunto de classes tais
gue duas quaisquer sejam similares entre si e nenhuma fora do
conjunto seja similar a qualquer uma de dentre do conjunto.
Em outras palavras, um nimero {em geral) é qualquer colecao
que ¢ o nimero de vm de seus membros; ou, com simplicidade
ainda maior:

Unt niimera é qualquer coisa que seja o nimero de
alguma classe.

Tal definigdo tem a aparéncia verbal de ser circular, mas
na realidade ndo o é. Definimos “o niimero de uma determinada
classe” sem usar a nogdo de numero em geral: podemos, por-
tanto, definir ndmero em geral em termos de “o nimero de
uma determinada classe” sem cometer qualquer erro légico.

As defini¢des dessa espécie sdo na verdade muito comuns.
A classe_ dos pais, por exemplo, teria de ser definida definin-
do-se primeito o que € ser o pai de alguém; a classe dos pais
serd, entdo, a de todos os que sdo pai de alguém. Da mesma
forma, se queremos definir os nimeros quadrados (digamos),
temos primeiro de definir o que queremos dizer quando afit-
mamos que um namero ¢ o quadrado de outro, €, depois, definir
os nimeros guadrados como sendo agueles que sfo os quadra-
dos de outros nimeros. Essa espécie de procedimento € muito
comum, sendo importante considerar-se que € legfiimo e, até
com freqiiéncia, necessirio.

Apresentamos uma definigio de néimeros que servird para
as co!et;_f)es finitas, Basta ver como poders servir para as cole-
¢Ges infinitas, Mas temos primeiro de decidir o que queremos
dizer por “finito” e “infinito”, 0 que ndo pode ser feito dentro
dos limites deste capitulo,



CAPITULO 1IT

Finitude e inducdo matematica

A SERIE DOS NUMEROS NATURAIS pode ser inteiramente defi-
nida, como vimos no capitulo I, se sabemos o que queremos
dizer com os frés termos 07, “nimero” e *‘sucessor”. Mas
podemos dar mais um passo: podemos definir todos os nimeros
naturais se sabemos o que queremos dizer por “07 e “sucessor”’.
Ser-nos-4 de ajuda o compreendermos a diferenca entre finito
e infinito, para vermos como isso pode ser feito ¢ por que o
método pelo qual € feito ndo pode ser estendido além do finito.
Ainda nio consideraremos como “0" e “sucessor” devem ser
definidos; suporemos, por enquanto, que sabemos o que sighi-
ficam estes termos € mostraremos como, daf, todos os demais
nlimeros naturais podem ser obtidos.

E fécil ver que podemos atingir qualquer nimero especi-
ficado, digamos, o nimero 30,000, Primeiro definimos “1"
como “o sucessor de 0, depois definimos “2” como "o su-
cessor de 17, ¢ assim por diante. No caso de um mimero espe-
cificado, tal como 30.000, a prova de que poderemos atingi-lo,
procedendo passo a passo dessa maneira, pode ser feita, se
tivermos a4 paciéncia neccssdria, pela experiéncia real; podemos
continuar até atingirmos realmente 30.000. Mas, conquanto
o método experimental seja disponivel para cada numero natu-
ral, dele ndo nos podemos valer para provar a proposi¢io geral
de que todos esses nimeros podem ser atingidos dessa maneira,
isto €, prosseguindo a partir de 0, passo a passo, de cada numero
para o seu sucessor, Haverd algum outro modo pelo qual isso
possa ser provado?

Consideremos a guestao de modo diverso.  Quais o5
nimeros gue podem ser atingidos sendo dados os termos 07
e “sucessor”? Havera algum meio pelo gqual possamos definir
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toda a classe de tais nimeros? Atngimos 1 como sucessor
de 0; 2, como sucessor de 1; 3, como sucessor de 2, e assim
por diante. E esse “e assum por diante” que desejamos subs-
tituir por algo menos vago e indefinido. Poderemos ser tentados
a dizer que “‘e assim por diante” significa que o processo de
passar para O SUCessor pode ser repetido gualquer ntimero finito
de vezes, mas o problema em cuja solugdo estamos empenhados
é o de definir “ntimero finito”, e, porranto, nio devemos usar
essa nogio em nossa definigio. Nossa defini¢do ndo deverd
pressupor que saibamos o que seja um mimero finito.

A chave do nosso problema estd na indwgdo matfemidtica,
Devemos estar lembrados de que, no capitulo I, esta foi a
quinta das cinco proposi¢des primitivas gue estabelecemos acerca
dos nimeros naturais, Essa proposicio declara que qualguer
propriedade que pertenga 2 0, e também ac sucessor de todo
numero que tenha essa propriedade, pertence a todos os ndme-
ros naturais. Ela foi depois apresentada como um principie,
mas nds a adotaremos agora como uma definicdo. Nio € dificil
ver que os termos que a ela obedecam sio 0s mesmos que os
ndmeros que podem ser atingidos a partir de 0 por passos
sucessivos de um ndmero seguinte para 0 outro seguinte, mas,
como a questio € importante, nds a focalizaremos com alpum

detalhe.

%era b(u)m comegarmos com algumas defini¢des, as quais
também serdio titeis em outros pontos.

Uma propriedade € dita “hereditdria” na série dos ndmeros
naturais se, caso pertenga a um numerc #, também pertencer
a n+1_, 0 sucessor de #. Da mesma forma, uma classe € dita

hereditdria” se, quando # for um membro dessa classe, #n-+1
também o for. E fdcil ver, embora ainda ndo se deva admitir
salbamOs: que o dizer que uma propriedade € hereditdria equi-
vale a dizer-se que pertence a todos os nimeros narurais que
nao seja menor a algum deles, por exemplo, se pertencer a todos
0s que ndo sejam menores do gue 100, ou a todos os gue nio
sejam menores do que 1.000, ou poderd ser que pertenga a
rodos_os que ndc sefam menores que 0, isto €, a todos, sem
excecio,

Uma propriedade € dita “indutiva” quando é uma proprie-
dade hereditiria que pertence a 0. Similarmente, uma classe

N84 + 13 » )
€ “indutiva” quando ¢ uma classe hereditdria da qual 0 é um
membto,
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Dada uma classe hereditdria da qual 0 é um membro,
segue-se que 1 € seu membro, porque uma classe hereditdria
contém os sucessores de seus membros € 1 € o sucessor de 0.
De maneira andloga, dada uma classe hereditéria da qual 1 seja
um membro, segue-se que 2 é também seu membto, e assim
por diante, Podemos assim provar, passo a passo, que gualquer
nimero, digamos 30.000, é um membro de toda classe indutiva.

Definiremos a “posteridade” de um determinade nimero
natural com respeito a relagio “predecessor imediato” (que € o
inverso de “sucessor”’) como todos os terinos que pertencem
a toda classe hereditdria & qual o referido nimero pertence. E
novamente fécil ver que a posteridade de um ndmero natural
consiste dele proprio e de todos os ndmeros naturais maiofes
do que ele; mas isso também nao sabemos oficialmente.

De acordo com as definiges acima, a posteridade de O
consistird dos rermos que pertencem a toda classe indutiva.

Agora ndo ¢ dificil deixar ¢laro que a posteridade de 0
¢ o mesmo que ¢ conjunto dos termos que podem ser atin-
gidos a partir de 0 por passos sucessivos do préximo nimero
para o proximo seguinte. Pois, em primeiro lugar, O pertence
a ambos esses conjuntos (no sentido em que definimos os nossos
1ermos ); em segundo lugar, se # pertence a ambos os conjuntos,
o mesmo se dd no tocante a n+1. Cabe observar que estamos
tratando aqui de um tipo de questio que ndo admite prova
precisa, isto €, a comparagic entre uma idéia relativamente vaga
e outra relativamente precisa. A nogdo de “termos que podem
ser atingidos & partir de 0 por passos sucessivos do préximo
nimeto para o préximo seguinte” € vaga, embora parega trans-
mitir um significado definido; por outro lado, a “posteridade
de 07 6 € precisa e explicita onde a outra é obscura. Poderd
ser tomada como o que infenciondvamos dizer quando falamos dos
termos que podem ser atingidos a partir de 0 por passos
sucessivos,

Formulamos agora a seguinte definigdo:
Os “migmeros naiurais” sio a posteridade de 0

com respeito & relagio “"predecessor imediato” (que
é o inverso de “sucessor”).

Chegamos assim a uma definigio de uma das trés idéias
primitivas de Peano em termos das outras duas. Como resul-
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tado dessa definicdo, duas de suas proposi¢Ges primitivas —
isto &, a que assevera que 0 ¢ um ndmero e a que assevera a
indugdo matemdtica — tornam-se desnecessdrias, porguanto
resultam da definigio. A outra, asseverando que o sucessor de
um nilmero natural é um nimero natural, é apenas necessdria
sob esta forma enfraguecida: “todo mimero natural tem um
sucessor’.

Podemos, naturalmente, definir com facilidade *0" e “su-
cessot”’ por meio da defini¢do de ndmero em geral a que chega-
mos no capitulo IT. O nimero 0 € o ndmero de termos de uma
classe que nio tem membro algum, isto é, da classe que ¢ chama-
da “classe vazia”. De acordo com a defini¢do geral de ndimero,
0 numero de termos da classe vazia é o conjunto de todas as
classes similares & classe vazia, isto ¢ (como ¢ facilmente provi-
vel), o conjunto consistindo da classe vazia apenas, isto é, a
classe cujo vnico membro é a classe vazia. (Esta ndo é idéntica
a classe vazia: ela tem um membro, que € a classe wvazia, en-
quanto a classe vazia em si nfio tem membro algum. Uma classe
que tem um membro jamais € idéntica a esse membro, como
explicaremos quando tratarmos da teoria das classes.) Assim
temos a seguinte definicdo puramente Idgica:

” . S
U é a classe cujo #nico membro € a classe vazia,

Resta definir “sucessor”. Dado qualquer mimero #, admi-
tamos que a seja uma classe que tenha # membros e que x seja
um termo que nao é membro de . Entdo, a classe consistindo
de 2 com o acréscimo de x terd #-+1 membros. Assim, temos
a seguinte definicdo: ’

. O sacessor do niimera de termos da classe a é o
ntimero de termos da classe que consiste de a, jun-
tantente com x, em gue x é qualguer termo gue nio
pertence d classe.

Sdo necessdrios certos refinamentos para que esta definigio
se tor:e perfeita, mas npao nos devemos preocupar <om isso
?li?i]:i- i ?91‘1_vem lern!arat que jd demos {no capitulo II) uma

440 ldgica do nimero de termos de uma classe, ou seja,

Ver Principia Mathematica, vol. 11 * 114.



30 INTRODUGAD A FILOSOFIA MATEMATICA

nos o definimos como sendo o conjunte de todas as classes
similares & classe dada.

Reduzimos assim as trés idélas primitivas de Peano a
idéias da Logica: demos definicdes delas que as tornam precisas,
ndo mais capazes de uma infinidade de significados diterentes,
como o0 eram quando ainda determinadas apenas até ao ponto
de obedecer aos cinco axiomas de Peano. N&s retiramos do
aparato fundamental de termos que tm de ser meramente
apreendidos, e aumentamos assim a articulagdo dedutiva da
Martemarica.

(Quanto as cinco proposi¢des primitivas, ja tivemos éxito
em tornar duas delas demonstrdveis por nossa definigio de
“ntimero natural”. Que dizer no tocante as irés restantes? E
muite fdcil provarse que 0 nio € o sucessor de himero algum
€ que o sucessor de qualquer mimero € um nimero. Mas hd
uma dificuldade acerca da proposi¢gio primitiva restante, isto
€, a de que “ndo hd dois nimercs com um mesmo sucessor’.
Essa dificuldade s6 surgird se o nimero total de individuos do
universo for finito; pois, sendo dados dois nmeros m ¢ &,
nenhum dos quais € o ntimero total de individuos de universo, €
facil provarse gue nio podemos ter a igualdade m+1 = w41,
a ndo ser que = seja igual a #. Mas suponhamos que o nimero
total de individuos do universo fosse {digamos) igual a 10;
entdo, ndo haveria classe alguma de 11 individuos e o nimero
11 seria a classe vazia. O mesmo o serla 0 ndmero 12. Dessa
[orma terfamos 11=12: portanto, o sucessor de 10 seria ©
mesmo gque o sucessor de 11, embora 10 ndo fosse o mesmo
gue 11. Terfamos entdo dois nimeros diferentes com o mes-
mo sucessor. Fssa falha do rerceiro axioma ndo pode surgir,
contudo, se o nimero de individuos do mundo ndo for finito.
Voltaremos ao assunto em etapa postetior.”

Admitindo que o ndimere de individuos do universo ndo
seja finito, conseguimos agora ndo apenas definir as trés idéias
de Peano, mas rambém ver como provar suas cinco proposices
primitivas por meio de idéias e proposicoes primitivas perten-
centes & Logica. Segue-se que toda a Matemdtica pura, no
quanto seja deduzivel da teoria dos mimeros naturais, & apenas
um prolongamento da Légica. A extensio desse resultade aos
ramos modernos da Matemdtica que nfio sdo deduziveis da

*

Veja captlo XII1.
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teoria dos ndmeros naturais nio oferece dificuldade alguma em
principio, como demonstramos em outro trabalho.*

O processa de indugdo matemdtica, por meio do qual defi-
nimos os nimeros naturais, € capaz de generalizacio.  Defini-
mos oOs ndmeros naturais como sendo a “posteridade” de 0
com respeito 3 relagio entre um mimero e seu sucessor imediato.
Se chamarmos essa relagio de N, qualquer niimeroc # terd essa
relagio com m~+-1. Uma propriedade ¢ “hereditiria com respeito
a N, ou simplesmente ““N-hereditdria”, se, quando pertencer a
um nimero #2, também pertence a m+1, isto €, ao numero
com o qual 7 tenha a relagio N. E se dird que um mimero #
pertence 2 “posteridade” de = com respeito & relagio N se
# tiver todas as propriedades N-hereditdrias pertencentes a sz
Essas definigdes podem ser todas aplicadas a qualquer outra
relacao tanto quanto a N.  Assim, se R for uma relagio qual-
quer, podemos estabelecer as seguintes definigdes; ¥

.Uma propriedade € chamada “R-hereditdria quando, se ela
pertencer a um termo x, e x tiver a relagio R com y, entdo
ela pertence a 7.

Uma classe é R-hereditdria quando sua propriedade defi-
nidora for R-hereditiria.

Diz-se que um termo x € “R-ancestral” do termo y se y
tiver toda propriedade R-hereditdria que x tiver, desde que x seja
um termo que tenha a relagio R com alguma coisa ou com o
qual alguma coisa tenha a relagio K. (Isso visa apenas a excluir
0s casos triviais.)

A "R-posteridade” de x sdo 1odos os termos dos quais x
seja um R-ancestral.

Estruturamos as definicdes acima de forma que, se um
tetmo for o ancestral de alguma coisa, ele seja seu proprio
anccatrgl € pertenga i sua propria posteridade.  Isso por mera
conveniéncia,

* N - .
. No tocanle 4 Geomerria, no quante nin seja purameuie ana-
lmca_._ vEr Principles of Mathematics, porte VI para a dindmica racio-
nal, ibid, pare VII.

X 3 L . - . -
Essas definighes bem como a tearia generalizada da indugan

sdc de F?J-;CE e foram publicadas no remote ano de 1879 em seu Be-
griffsschrifi. A despeita do grande valor desse trabalbo, fui, creio, =
Primewa pessoa que o lew - mals de vinte anos apos a sua publicacio.
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Cabe observar que, se adotarmos para R a relagdo “‘um-
-dos-pais”, “ancestral” e ‘*‘posteridade” terdc os significados
usuais, exceto que uma pessoa serd incluida entre seus ances-
trais e entre sua posteridade. E Obvio, de imediato, que “an-
cestral” deve ser capaz de definigio em termos de ‘‘um-dos-pais”,
mas, enquanto Frege ndo rivesse desenvolvido sua teoria gene-
ralizada da indugio, ninguém poderia ter definido “ancestral”
precisamente em termos de “um-dos-pais”, Uma ligeira consi-
deragio desse ponio servird pata mostrar a importincia da
teoria. Uma pessoa que se defrontasse pela primeira vez com
o problema de definir “ancestral” em termos de “‘um-dos-pais”
naturalmente ditia que A serd um ancestral de Z se houver,
entre A e Z, um certo ndmero de pessoas B, C, ..., sendo B
filno de A, sendo cada um-dos-pais do seguinte, até a0 ultime,
que ¢ um-dos-pais de Z. Mas essa definicdo nao serd adequada,
a menos que acrescentemos gue o ndmero de termos interme-
didrios tem de ser finito. Vejamos, por exemplo, uma série como
a seguinte:

1 1 1

—], —— —— — = ey

1 1 N
7 » ¥ .

2 4 8 8 4 2

Temos aqui, primeiro, uma série de fragdes negativas sem
fim e, depois, uma série de fragdes positivas sem comeco. Po-
deremos dizer gue, nessa série, — % é um ancestral de jl;?
Assim o serd de acordo com a definigio de primeiro elemento
acima sugerida, mas ndo o serd segundo qualquer defini¢io que
dé a espécie de idéia que desejamos definir. Para esse propé-
sito, é essencial que o nimero de intermedidrios seja finito.
Mas, como vimos, “finite” tem de ser definido per meio de
indugio matemdtica, e ¢ mais simples definir de uma vez a
relagio de ancestral de modo geral do que defini-la primeiro
para o caso da relagdo entre n e n+1 e depois estendé-la a
outros casos. Constatar-se-d aqui, como s6i acontecer constan-
temente em outras situacdes, que a generalidade de inicio,
conquanto exigindo mais raciocinio desde o principio, economi-
zard raciocinio e aumentard o poder légico a longo prazo.

O uso da indugio matemdtica nas demonstragdes teve, 1o
passado, algo de misterioso. Nio parécia haver diivida razodvel
alguma quanio a que fosse um método vilido de prova, mas
ninguém sabia bem porque era vélido. Alguns acreditavam

Fintrupe E INpugio MATEMATICA 33

que fosse realmente um caso de indugdo, no sentido em gque essa
palavra € usada em Logica. Poincaré considerou-a um principio
da mais alta importéncia, por meio do qual um ndmero infi-
nito de silogismos podia ser condensado em um argumento,
Sabemos hoje que todos esses pontos de vista eram errados e
que a indugiio matemitica é uma defini¢do e ndo um principio.
H4 alguns nimeros aos quais pode ser aplicada e outros {como
veremos no capitulo VIII) acs quais ndc o pode. Definimos
os “mimeros naturais” como aqueles aos quals as provas por
inducdo matemdtica podem ser aplicadas, isto €, aqueles que pos-
suem todas as propriedades indutivas, Segue-se que tais provas
nido podem ser aplicadas aos nimeros naturais em virmde de
qualquer intui¢do ou axioma ou principios misteriosos, mas
como uma. proposicio puramente verbal. Se os “‘quadripedes”
530 definidos como animais de quatro pés, seguir-se-d que os que
tém quatro pés sdo quadripedes; e o caso dos niimeros que obe-
decem 4 indugfic matemdtica € exatamente similar,

a s , . .

Usaremos_ a expressio “nlimeros indutivos’ para designar
o mes‘m,? conjunto que vimos até agora chamando ‘“nimeros
naturais”, A expressio “mimeros indutivos” ¢ preferivel por
representar um lembrete de que & definigdo desse conjunto de

mimeros € obtida da indugdo matemadtica.

» A 1ndu§§io matemdtica possibilita, acima de tudo, a caracte-
ristica ?ssenmal pela qual o finito ¢ distinguido do infinito. QO
principio da. indugdo matemidtica pode ser enunciado em forma
Popqlar mais ou menos do seguinte modo: “o que pode ser
1n£enc}o do seguinte para o seguinte pode ser inferido do
primeiro a0 dltimo™.  Isso é verdadeiro quando o nidmero
de passos intermedidrios entre o primeiro e o dltimo ¢ finito
€ nao em caso contrdrio. Quem alguma vez observou um trem
de carga se pir em movimento terd notade que o impulso é
comunicado com um solavanco de cada vagio ac vagio seguinte
at€ que finalmente inclusive o dltimo vagio é posto em mcwij
:ﬁ:méué):arﬁg a composicdo € muito grande, leva muito tempo

mo vagdo se mova. e o trem fosse infinita-
mente longo, haveria uma sucessdo infinita de solavancos e
jamais c}]egaria 0 momento em due toda a composigio estaria
¢m movimento. Nzo obstante, se houvesse uma série de vagdes
que néio fosse maior do que a série dos mimeros indutivos (a

Science et Méthode, capitulo 1V,
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qual, como veremos, é uma insténcia do menor dosl infinitos ),
todo vagdo comegaria a mover-se, mais cedo ou mais tarde, se
a locomotiva perseverasse, a despeito do fato de que haveria
outros vagoes mais distantes na traseira que ainda_nﬁo terlam
comecado a se mover. Essa imagem ajudard a elucidar o argu-
mento do seguinte pata o seguinte e sua conexao com a finitude.
Ao abordarmos os ndmeros infinitos, quando os argumentos da
indugio matemdtica ndo mais serdo vélidos, as propriedades
de tais nimeros ajudario a estabelecer, por contraste, o uso
guase inconsciente que € feito da indugdc matemdrica no
que tange aos nimeros finitos.

CAPITULO IV

Definicao de ordem

J?\ LEVAMOS A NOSSA ANALISE da série dos nimeros naturais
até ao ponta de obtermos defini¢Ges ldgicas dos membros dessa
série, de toda a classe de seus membros e da relagio de um
nimero com seu sucessor imediato. Devemos, agora, considerar
o cardter serial dos nimeros naturais na ordem 0, 1, 2, 3, ...
Normalmente, pensamos nos nimeros como se apresentando
nessa ordem, e constitui parte essencial do trabalho de analisar
os nossos dados buscar uma definigio de “ordem™ ou *‘série”
em termos légicos,

A nogio de ordem tem importincia enorme em Matema-
tica. N&o apenas os inteiros, mas também as fragdes racionais
e todos os mimeros reais tém uwma ordem de grandeza, e isso &
essencial 4 maior parte de suas propriedades matemdticas. A
ordem dos pontos em uma linha ¢ essencial 3 Geomettia; o mes-
mo se dd no tocante i ordem ligeiramente mais complicada
das linhas que passam por um ponto em um plano ou da inter
secao dos planos em uma linha. As dimensées sio, em Geome-
tria, um desenvolvimento da ordem. A concepgio de fimite, que
alicerca toda a Matemdtica superior, € uma concepcio serial.
H4 partes da Matemitica que nio dependem da nogdo de ordem,
mas 580 pouquissimas em comparagio com as partes em que
estd envolvida essa nocdo.

Ao buscar uma definigio de ordem, a primeira coisa a
considerar é que nenhum conjunto de termos tem apenas wwa
ordem i exclusio de outras. Um conjunto de termos tem
todas as ordens de que é capaz. Por vezes uma ordem ¢ tio
mais familiar ¢ natural aos nossos pensamentos que somos
propensos a consider-la 4 ordem daguele conjunto de termos:
1sso 0'5 um erro, s nimeros naturais — ou os mimeros “indu-
tvos”, como também os chamaremos — nos ocorrem mais
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prontamente na ordem de grandeza; mas sio capazes de um
nimero infinito de outros arranjos, Podemos, por exemplo,
considerar todos os nimeros impares ¢ depois todos os nimeros
pares; ou primeito 1 e depois todos os numeros pares, a seguir
todos os multiplos jmpares de 3, entdo todos os multiplos de
5, mas nao de 2 ou 3, entdo todos os miltiplos de 7, mas
nio os de 2 ou 3 ou 5, e assim por diante, através de toda a
série dos primos. Quando dizemos que “arranjamos” os mime-
ros nessas vétias ordens, formulamos uma declaracio imprecisa:
o que realmente fazemos ¢ voltar a nossa atengdo para certas
relagdes entre os nimeros naturais, os quais geram, eles pro-
prios, rais e rais arranjos. A nds nos ¢ tdo impossivel “arranjar”
0s nimeros natutrais quanto os céus estrefados; mas assim como
podemos notar entre as estrelas fixas uma ordem de Juminosi.
dade ou sua distribui¢io no céu, assim também podemos obser-
var as varias relaces entre os nlimeros, as quais dio surgi-
mento a virias ordens diferentes entre eles, todas igualmente
legitimas. E o gue € verdadeiro no tocante aos nimeros o £
também relativamente aos pontos em uma linha ou acs me-
mentos de tempo: uma ordem ¢ mais familiar, mas outras sdo
igualmente vdlidas. Podemos, por exemplo, considerar primeiro,
sobre uma linha, todos os pontos que tém coordenadas inteiras,
depois todos os que tém coordepadas racionals nZo-inteiras, de-
pois todos os que tém coordenadas algébricas nio-racionais, e
assim por diante, através de qualquer conjunto de complicacBes
que nos aprouver, A ordem resultante serd uma das que os
pontos de uma linha certamente tém, quer decidamos ou ndo
noté-los; a finica coisa arbitrdria acetca das vdrias ordens de um
conjunto de termos é a nossa atengdo, pois os proprios termos
tém sempre todas as ordens de que sdo capazes.

Essa consideragio tem como resultado importante o ndo
devermos buscar a definigio de ordem na natureza do conjunto
de termos a ser ordenado, porquanto um conjunto de termos
tem muitas ordens, A ordem nfo estd na clesse dos termos, mas
em relagio entre os membros da classe, a despeito de cuja
relagio alguns parecem vir primeiro € outros depois. O fato de
uma classe poder ter muitas ordens resulta de poder haver
muitas relagdes entre os membros de uma tnica classe. Que
pré)priedacles deve ter uma relagio a fim de dar origem a uma
ordem?

As caractetisticas essenciais de uma relagio que devem
dar origem a uma ordem podem ser descobertas considerando-se
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que, com respeito a tal relaciio, devemos poder dizer, de quais-

ger dois termos da classe a serem ordenados, que um “‘pre-
cede” e o outro “sucede”. Mas, para que possamos usar essas
palavras da maneira em que nds naturalmente a compreende-
riamos, torna-se necessdrio que a relagdo otdenadora tenha trés
propriedades:

1) Se x ptecede y, y ndo deve também preceder x. Esta
¢ uma caracteristica ¢bvia das espécies de relacdo que levam
as séries. Se x € menor do que ¥, ¥ ndo é menor do que x. Se
x ¢é anterior no tempo a ¥, ¥ naoc deve ser também anterior
no tempo a x. Se x estd i esquerda de y, y ndo deve estar 3
esquerda de x. Por outro lado, as relagdes que nde dio origem
a séries fregilentemente nde tém essa propriedade. Se x é um
irmdo ou irmd de v, ¥ € um irmdo ou irmi de x. Se x ¢ da
mesma altura que ¥, ¥ é da mesma altura que x. Se x € de altura
diferente de y, y é de altura diferente de x. Em todos estes
casos, quando a relagdo se verifica entre x e y, se verifica entre
y ¢ x. Mas tal coisa ndo pode acontecer no tocante as relagées
scriais. Uma relagio que tenha essa primeira propriedade é
chamada essimétrica.

. 2)/5? x precede ¥ € y precede z, y deve preceder z. Esta
caracteristica pode ser ilustrada pelas mesmas instincias anterio-
res: menor, anterior, & esguerda de. Mas somente duas de
nossas trés instincias antetiores servirio como insténcias de rela-
¢oes que #io tém essa propriedade, Se x € irmdo ou irmi de
yeyoédez x pode ndo ser irmidoc ou irmi de z, porquar-
to x e z podem ser a mesma pessoa, Q mesmo se aplica as
diferengas de altura, mas nio a igualdade de altura, que tem
a nossa segunda propriedade, mas n3o a primeira. A relagéo

pai”, por outro lade, tem a nossa primeira propriedade, mas

ndo a seg}mda. Uma relagdo que tenha a nossa segunda pro-
priedade é chamada transitiva.

3) Dados quaisquet dois termos da classe a ser ordenada,
deve I'.mv_er um que precede e outro que sucede. Por exemplo,
de dois inteiros ou fragses ou némeros reais quaisquer, um £
menor e o outro ¢ maior; mas o mesmo nido se verifica no
tocante a dois nimeros complexos. De dois momentos de tempo
qualsquer, um deve ser antetior ao outro; mas o mesmo nao
pode ser dito de dois eventos, porquanto podem ser simultineos.

dois pontos em uma linha, um deve estar i esquerda do

out 5 . .
ro. Uma relagdo que tenha essa terceira propriedade é cha-
mada comexy,
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Quando uma relagio possul essas trés propriedades, € da
espécic que di origem a uma ordem entre os termos dentre
os quais ela se verifica; e sempre que existe uma ordem, pode
ser encontrada como sua geradora uma relagio tendo essas trés
propriedades.

Apresentaremos algumas definigdes antes de ilustrar essa
[ES5C:

1} Diz-se que uma relagio ¢ aliorrelativa ® ou que eszd
contida em ou que implica diversidade se nenhum tetmo tem
essa relagio consigo mesmo,  Assim, por exemplo, “‘maior”,
“diferente em tamanho”, “irmdo”, "marido”, “pai” sio aliorre-
lativas; mas ““ignal”, “nascidos dos mesmos pais”, “‘caro amigo”,
nao o sio,

2) O guadrado de uma relagio € a relagio que se verifica
entre dois termos x € ¥ e entre ¥ e 2. Assim, “avd paterno”
¢ o quadrado de “pai”, “maior por dois” é o quadrado de
“malor por um’, e assim por diante.

3) O dominio de uma relagio consisie de todos agueles
termos que 1em essa relagio com alguma coisa, e o dominio
inverso consiste de todos aqueles termos com 05 quais uma coisa
ou outra tem essa relacio. FEssas palavras ja foram definidas,
mas sio aqui relembradas a bem da seguinte defini¢do:

4) O campo de uma relagio consiste de seu dominio e de
sen dominio inverso, juntos.

5) Diz-se que uma relagdo contém ou ¢ implicada por outea
se ela se verifica sempre que a vutra se verifica.

Ver-se-d que uma relagio assimétrica ¢ 0 mesmo que umd
relagio cujo quadrade € uma aliorrelativa.  Acontece fregiien-
temente que uma relagio € uma aliorrelativa sem ser assimérrica,
embora uma telagio assiméirica seja sempre aliortelativa.  Por
exemplo, “conjuge” é aliorrelativa mas € simétrica, porquanto
se x ¢ conjuge de y, y € conjuge de x. Mas entre as relagdes
transitivas, todas as aliorrelativas sdo assimétricas, bem como
vice-versa.

Pode-se ver das definigdes que uma refagdo (rausitiva @

uma relacio que é implicada por seu quadrado, ou, come também
se pode dizer, “contém” seu quadrado. Assim, '‘ancestral” é

*  Esse terma se deve a G, 8. PeircE.
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iransitiva, porque o ancestral de um ancestral € um ancestral;
mas “pai’’ ndo € transiti\."a_, parque © p_ai de um pai pdo é um
pai, Uma relacio transitiva aliorrelativa é uma relagao que
contém o seu quadrado e ¢ contida em diversidade; ou, o que
vem & seI & mesma coisa, uma cujo quadrado implica tanto ela
quanto a diversidade — porque, quando uma relagio ¢ transi-
tiva, assimetria equivale a ser aliorrelativa.

Uma telacdo é comexa quando, dados dois termos diferen-
tes de seu campo, a relagdo se verifica entre o primeiro e o
segundo ou entre o segundo e o primeiro {ndo excluindo a pos-
sibilidade de que as duas coisas possam acontecer, embora
ambas ndo possam ocoirer se a relago € assimérrica).

Verse-4 que a relacio “ancestral”, por exemplo, é aliorre-
lativa e transitiva, mas ndc conexa; € pelo fato de nio ser
conexa que ela ndo basta para arranjar a espécie humana numa
série,

A relagdgo “menor do que ou igual a”, entre ndmeros, é
transitiva € conexa, mas ndo assimétrica ou aliotrelativa,

A relacio “maior cu menor”, entre ndmeros, é aliorrela-
tiva € conexa, mas ndo € fransitiva, porque se x € maior ou
menor do que y, e y € maior ou menor do que z, pode acontecer
que x e z sejam 0 mesmo nldmero.

'A.ssim, as trés propriedades de ser: 1) aliorrelativa, 2)
transitiva € 3) conexa sio mutuamente independentes, por-

quanto uma relagio pode ter duas quaisquer delas sem ter a
terceira,

Estabelecemos agora a seguinte definicio:

Uma relagio € serial quando ¢ aliorrelativa, transitiva e
Conexa; ou, o que € equivalente, quando € assimétrica, transi-
tiva ¢ conexa.

Uma série ¢ a mesma coisa que uma relagio serial.

] Poder-se-d ter pensado que uma série seja o campo de uma
relagdo serial e ndo a relagao serial em si. Mas isso seria um
erro.  Por exemplo,

1,2,3,1,3,2,2,3,1;2,1.3,3,1,2,3,2, }

530 seis séries diferentes que iém, todas, o mesmo campo. Se
f €ampo fesse a série, sé poderia haver uma série com um de-
pelzrsl;l;nado campo. 0 que distingue as sels séries acima € sim-

ente a relagio ordenadora nos seis casos. Dada a relacio
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ordenadora, o campo e a ordem ficam ambos determinados.
Assim, pode-se tomar a série como sendo a relagho de ordena-
¢30, Mas 0 mMesMo nao se pode fazer com o campo,

Dada qualquer relagio serial, digamos P, diremos que, com
respeito a essa relagio, x ‘“‘precede” ¥ se x tem a relagio P
com ¥, condigio que escreveremos “xPy”’, para simplificar. 8o
o5 seguintes as caractet{sticas que P deve ter para ser serial:

1) Jamais deveremos ter xPx, isto €, nenhum termo deve
preceder a si mesmo.

2) P? deve implicar P, isto é, se x precede y e ¥ precede
z, x deve preceder z.

3) Se x ¢ y sdo dois termos diferentes do campo de P,
devemos ter xPy ou ¥Px, isto &, um dos dois deve preceder
¢ outtro,

O leitor poderd facilmente convencerse de que, quando
essas trés propriedades forem encontradas em uma relagio orde-
nadora, as caracteristicas que esperamos de uma série também
o serdo e vice-versa, Estamos, portanto, justificados ao tomar-
mos essa observacio para definicio de ordem ou série. E cabe
observar que a definicio & efetuada em termos puramente Iégicos,

Embora sempre exista uma relagio transitiva assimétrica
conexa onde haja uma série, nem sempre a relagio seria mais
naturalmente considerada geradora da série. A série dos nime-
ras naturais pode servir de ilustragio. A relacio que admitimos
a0 considerar os nimeros naturais foi a de sucessZc fmediata,
isto & a relagio entre inteiros consecutivos. Essa relagio &
assimétrica, mas ndo transitiva ou conexa. Podemes, portanto,
derivar dela, pelo método da indugdo matemdtica, a relagio
“ancestral” que consideramos no capftulo anterior. Essa relagio
serd a mesma que a de ‘menor do que ou igual a” entte os
inteiros indutives, Com o propdsito de gerar a série dos mime-
ros naturais, queremos a relagio “menor do que”, excluinde
“igual 2, Essa é a relagio de m para » quando m é um ances-
tral de #, mas nip ¢ idéntico a #, ou (o que vem a ser a mesma
coisa) quando o sucessor de m ¢ um ancestral de # no sentido
em que um nimero ¢ seu préprio ancestral. Equivale a dizer,
devemos esiabelecer a seguinte definigio:

-

Diz-se que um nimero indativo s é menor do que outro
nimero # quando # possui todas as propriedades hereditdrias
possuidas pelo sucessor de »2.
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E facil ver-se ¢ nio é dificil de se provar que a relagio
“menor do que”, assim definida, é assimétrica, transitiva e co-
pexa ¢ tem como campo os numeros indutivos,  Assim, os
nuimetos indutivos adquirem, por meio dessa refagio, uma ordem
no sentido em gque definimos o termo *‘ordem™, ¢ essa ordem é
chamads ordem “natural” ou ordem de grandeza.

A geragdo de séties por meio de relagdes mais ou menos
semelhantes 3 que existe entre # e #+1 € muito comum. A
série dos Reis da Inglaterra, por exemplo, é gerada por relagdes
de cada um com seu sucessor. Esta €, provavelmente, a ma-
neira mais fécil, quando aplicdvel, de se conceber a geracio de
uma série. Nesse método, passamos de cada termo para o
préximo seguinie, enquanto ha um seguinte, ou regredimos para
o préximo anterior, enguanto houver um antes. Esse método
sempre exige a forma generalizada da indugio matemdtica para
nos permitir definir “anterior” e ‘“posterior” em uma série
assim gerada. Quanto a analogia das fra¢des préprias daremos
o nome de “posteridade propria de ¥ com respeito a R” i classe
dos termos que pertencem 3 R-posteridade de algum termo com
o qual x tem a relagao R, no sentido que demos antes a “‘poste-
ridade”, que inclui um termo em sua propria posteridade.
Voltando as definigGes fundamentais, constatamos que a “pos-
teridade prépria” pode ser assim definida:

A “posteridade prépria” de x com respeito a R consiste
de todos os termos que possuem todas as propriedades R-here-
ditdrias possuidas por todos os termos com os quais x tem 3
relagio R.

Cabe observar que essa definicio tern de ser assim estru-
turada para que possa ser aplicivel ndo apenas quando exista
apenas um termo com o qual x tenha a relagio R, mas também
nos casos (como em geral o de pai e filho) nos quais pode haver

n?u:itos tetmos com os quais » renha a relacgo R, Definimos
ainda;

Um termo x é um “ancestral préprio” de y com respeito
a R se y pertence & posteridade propria de x com respeito a R.
‘ Empregaremos, a bem da brevidade, “R-posteridade™ e
* 1 . .

R-ancestral” quando estes termos parecam mais convenientes.

Revertendo'agora 4 geragdo de séries pela relagio R enire
leTmos consecutives, vemos que, pata que esse método seja
posﬁyg], a relagdo “R-ancestral propria” deve ser aliorrelativa,
fransitiva e conexa. Em que circunstincias isso ocorrerd? Ela
serd sempre transitiva; independentemente da espécie de relacio
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que R possa ser, “R-ancestral” e “R-ancestral prdpria’ serdo
sempre, ambas, transitivas. Mas somente em certas circunstin-
cias serd aliorrelativa e conexa. Considere-se, por exemplo, a
relagio com o vizinho da esquerda, ao redor da mesa em um
jantar de gue participem doze pessoas. Se chamarmos essa rela-
cao R, a R-posteridade prépria de uma pessoa consiste de todos
os que podem ser atingidos pelo deslocamento ao redor da mesa,
da direita para a esquerda. Ficam incluidos todos os que se
encontram a mesa, inclosive a prépria pessoa que serviu de ponto
inicial, porquanto doze pessoas nos trazem de volta ao ponto
de partida.  Assim, nesse caso, embora a relacio “‘R-ancestral
propria’” seja conexa ¢ a prapria K seja aliorrelativa, nio obte-
mos uma série, porgue “R-ancestral propria™ ndo € aliotrelativa,
E por essa razdo que ndo podemos dizer que uma pesson estd
antes da outra com respeito 4 relagiio “i diteita de” ou & sua
derivativa ancestral.

O caso acima ¢ uma instdncia em que a relagio ancestral
cra conexa, mas ndo contida na diversidade. Uma instdncia
em que els é contida na diversidade, mas ndo conexa, é derivada
a partir do sentido ordindrio da palavra “ancestral”. Se x ¢
um ancestral préprio de ¥, x ¢ ¥ nfo podem ser a mesma pes-
soa; fmas ndo ¢ verdadeiro que, de duas pessoas, uma deva ser
um ancestral da outra.

A questdo das circunstincias nas quals as séries podem ser
geradas por relacdes ancestrais decfvadas a partir de relagdes de
consecutividade € com freqiiéncia importante. Eis alguns dos
casos mais importantes: Admitamos que K seja uma refacdo
de muitos-para-um e limitemos a nossa atencdo A posteridade de
algum termo x. Quando assim limitada, a relacio **R-anceseral
prépria” deve ser conexa; portanio, tudo o que falta garantir
para que seja serial € que seja contida em diversidade. Trata-se
de uma generalizacio da instincia da mesa de jantar. Qutra
generalizacio consiste em fazer que R seja uma relagio de vm-
-para-um, ¢ incluindo tanto a ancestralidade come a posteridade
de x. Aqui, novamente, a Unica condigdo exigida para garantir
2 geragdo de uma série é que a relagio “R-ancestral prépria”
seja contida em diversidade.

A geragao da ordem por meio de relagdes de consecutividade,
conquanto importante em sua propria esfera, € menos geral de
que o método que usa uma relagdo transitiva para definir a
ordem.  Acontece fregiientemente haver em uma série um
mimero infinito de termos intermedidrios entre dois quaisquer
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que possam ser relacionados, por mais préximos que estejam
entre si. Vejamos, por exemplo, as fragdes em ordem de
grandeza.  Entre duas fragdes quaisquer hd outras — por
exemplo, a média aritméiica das duas.  Conseqlientemente,
ndo hd um par de fragBes consecutivas, Se dependéssemos da
consecutividade para definir ordem, estarlamos impossibilitados
de definir a ordem de grandeza entre fracbes. Mas na verdade
as relagSes de maior e menor, entre fragdes, nio exigem geragio
a partir da relagio de copsecutividade, e as relagdes de maior e
menor entre fracBes tém as trés caracteristicas de que necessita-
mos para definir as relacdes seriais, Em todos esses casos a
ordem deve ser definida por meio de uma relagdo transitiva,
potquanto somente essa relagio € capaz de franquear um nimero
infinito de termos intermedidrios, O método da consecutivi-
dade, como o da contagem para a determinagdo do ndmero de
uma colegdo, é apropriado ao finito; pode ser até estendido a
certas séries infinitas, isto ¢, aquelas em que, embora o nimero
total de termos seja infinito, o nimero de termos entre quais-
quer dois ¢ sempre finito; mas tal fato ndo deve ser considerado
geral. E ndo apenas isso: deve-se tomar cuidado para erradicar
da imaginagio todos os hdbitos de pensamento resultantes da
suposicio de que seja geral. Se Isso ndo for feito, as séries
nas quais ndo hd termos consecutivos permanecerdo dificeis e
embaragosas. E tais séries sio de importancia vital para o enten-
dimento de continuidade, espaco, tempo e movimento.

Hd vdrias maneiras pelas quais as s€ties podem ser geradas,
mas todas dependem da descoberta ou da construgio de uma
relagdo assimérrica transitiva conexa, Algumas dessas maneiras
tém importincia consideravel. Podemos tomar como exemplo
a geracio de sérics por meio de uma relagio de termos que
podemos chamar relagio “entre”. FEsse método ¢ muito util
em Geometria ¢ pode servir como uma introducio 4s relagdes
gue tém mais de dois termos; é melhor entendida em conexdo
com a Geometria elementar.

Dados trés pontos gquaisquer sobre uma reta ho espago
ordindrio, deve haver um deles que esteja entre os outros dois.
Ta} ndo se dard com os pontos sobre um circulo ou sobre qual-
quer outra curva fechada, porque, dados wés pontos quaisquer
sobre um circulo, podemos deslocar-nos de qualquer um deles
para qualquer um dos outros sem passar pelo terceiro. Na
verdade, a nogio de “entre’” € caracteristica das séries abertas
— ou séries no sentido estrito — em contraste com o que
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podemos chamar séries “ciclicas”, nas quais como no caso
das pessoas ao redor da mesa de jantar, uma volta suficiente nos
traz a0 nosso ponto de partida, Essa nociio de “entre” pode
ser escolhida como nogdo fundamental da Geometria ordindria;
mas no momento consideraremos apenas sua aplicagdo a2 uma
dnica linha reta e 3 ordenagfio dos pontos sobre uma linha reta.*
Tomando-se dois pontos quaisquer 4, #, a linha (4-b} consiste
de trés partes (além dos proprios 2 e b):

1) Os pontos entre 4 ¢ &.
2} Os pontos x tals quals que # estd entre x e A.
3) Os pontos y tais que b estd entre y € a.

A linha (2-5) pede ser, assim, definida em termos da rela-
¢do “‘entre”.

Para que essa relacdo “entre’” possa arranjar os pontos da
linha em uma ordem da direita para a esquerda, necessitamos
¥
de certas suposigdes, quais sejam:

1} Se algo estd enite a e &, 2 e b ndo sio idénticos.
2} Algo que esteja entre g e b estd também entre b e a.

P

3) Algo que esteja entre « e & ndo é idéntico a 4 {nem,
conseqilentemente, a #, em virtude de 2).

4) Se x estd entre 2 e b, algo que esteja entre 2 e x estd
também entre 4 ¢ b.

5) Se x estd entre a2 e b, e b estd entre x e y, entio &
estd entic 4 e v,

6} Se x e y estdio entre @ e &, entdo ou x € y sao idénticos
ou x estd entre 4 € y, ou x estd entre y e b.

7) Se & estd entre ¢ e x e também entre ¢ ¢ y, entdo ou
x e y sao idénticos, ou x estd entre & € ¥, ou y estd
entte & e x.

Essas sete propriedades sdo obviamente verificadas no caso
de pontos sobre uma linha reta no espaco ordindrio. Qualquer
telagdo de trés termos que as verifique dd origem a séries, como
pode ser visto nas defini¢des que se seguem. A bem da clareza,
admitamos que g esteja i esquerda de 4. Entdo, os pontos da

»

Cf. Rivista di Matematica, IV, pp. 33 ss.; Principles of Muathe-
matics, p. 394 (parag. 3753).
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linha (ab) sio 1) aqueles que, entre eles e b, se encontra ¢ —
destes diremos que estio a esquerda de a; 2) o préprio 4;
3) aqueles entre @ € b; 4) o préprio &; 5) aqueles que, entre
eles e 4, se encontra b — destes diremos que estao a dlre1r_a
de 5. Podemos agora explicar de modo geral que, de dois
pontos % e ¥, sobre a linha (ab), diremos que x estd “‘a esquer-
da” de y em qualguer dos seguintes casos:

1) Quando x e y estdo ambos A esquerda de 4, e y entre
X e d

2) Quande x estd 2 esquerda de @, e ¥ é 2 ou b ou estd
entre ¢ e b ou & direita de &

3) Quando x é 4, e y estd entre 2 ¢ b ou € b ou estd 4
direita de &.

4) Quando x ¢ y estdo ambos entre a4 ¢ b, e y estd entre
xeb

5) Quando x estd entre 2 € &, ¢ y € b ou estd A direita de 5,

6) Quando x ¢ b, e y estd 2 direita de £.

7) Quando x e y estdo ambos 3 direita de &, £ x estd entre
bey

Constatar-se-4 que, das sete propriedades que atribuimos
3 relagio “entre”, se pode deduzir que a relagio “i esquerda
de”, conforme acima definida, é uma relaglio seriaf tal como
definimos esse termo. E importante observar que nada nas
definicdes ou no argumento depende de que queiramos dizer
por “entre” a telacdo real daquele nome que ocorre no espago
empirico; qualquer relagio de ttés termos tendo as sete pro-
priedades puramente formais servird jgualmente bem ac propo-
sito do arpumento.

A ordem ciclica, tal como a dos pontos em um circulo, ndo
pode ser gerada por meio de relagdes de trés termos da espécie
“entre’”. Necessitamos de uma relagio de quatro termos, que
poderd ser chamada “‘separagio de duplas”. Esse ponto pode
ser ilustrado por uma viagem em volta ac mundo. Podese ir
da Inglaterra 2 Nova Zelindia via Canal de Suez ou via Sao
Francisco; nio podemos dizer definitivamente que qualquer
desses dois lugares esteja “entre” a Inglaterra e a Nova Zeldn-
dia. Mas se um homem escolher essa rota para fazer a volta a0
mundo, seja qual for a via que escolher, os seus momentos
na Inglaterra & na Nova Zelindia estdo separados entre si por
seus momentos em Suez e em Sdo Francisco, e vice-versa, Gene-
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rellzando, Se [omMarmos quatro pontos quaisquer sobre um
circulo, podemos separd-los em duas duplas, digamos 4 ¢ & e
» ey, tais que a fim de passar de a para 4 tenhamos de passar
por x ou por y e a fim de passar de x para y tenhamos de
passar por ¢ ou por 5. Nessas circunstincias dizemos que a dupla
{2, b) estd “separada” pela dupla (x, y). Dessa relagdo pode
ser gerada uma ordem ciclica, de uma forma que se assemelha

~
aquela em que geramos uma otdem aberta de “entre”, porém
algo mais complicada.*

O propésito da segunda metade deste capftulo foi sugerir
0 assunto que se poderia chamar “geragio de relagdes seriais”
Uma vez definidas essas relagdes, a peracio delas, resultante de
outras telagdes possuindo apenas algumas das propriedades exi-
g:daS_ para as séries, se torna muito importante, especialmente
na Fi]_ospfia da Geometria e da Fisica. Mas ndo podemos, dentro
df)s limites deste volume, fazer mais do que tornar o leitor
chnscic de que tal assunto existe.

CIL. Principles of Mathematics, p. 205 A
cias ai fornecidas. g (parde. 194) ¢ xeferén-

W

CAPITULO V

Espécies de relacoes

UMA GRANDE PARTE da Filosofia Matemitica se ocupa das
relages, e muitas espécies diferentes de relacoes tém diferentes
usos. Acontece freqiientemente que uma propriedade que pet-
tence a fodas as relagdes s§ é importante no tocante a relagdes
de certos géneros; nesses casos o leitor ndo verd o alcance da
proposiio asserindo tal propriedade, a menos que tenha em
mente os géneros de relagdes para as quais ela seja util.  Por
motivo desta descrigio, bem como por causa do interesse intrin-
seco da assunto, € bom termos em mente uma ligeira lista das
variedades de relagbes matematicamente mais uteis.

Tratamos, no capitulo anterior, de uma classe suprema-
mente importante, isto ¢, as relagdes serizis. Cada uma das trés
propriedades que combinamos para definir as séries — isto ¢,
assimetria, transitividade ¢ conexidade — tem sua importincia.
Comegaremos por dizer algo sobre cada uma delas.

-

Assimetria, isto €, a propriedade de ser incompativel com
o inverso, é uma caracteristica do mais alto interesse e impor-
tincia. A fim de desenvolver suas funcdes, consideraremos
virios exemplos. A relagio marido € assimétrica, o mesmo se
dando com a relacio esposq; isto €, se & € marido de b, b nio
pode ser marido de 2, o mesmo se dando no tocante a esposa.
Por outro lado, a refagio “cOnjuge” € simétrica: se a4 é cdnjuge
de b, entdo b € cbnjuge de 4. Suponhamos agora que nos seja
dada a relagio conjuge e desejemos derivar a relagio marido.
Marido € o mesmo que cOnjuge masculino ou cénjuge de uma
mulher; assim, a relagio marido pode ser derivada de cénjuge
pela limitacio ao dominio dos homens ou pela limitacio ao
inverso das mulheres. Vemos a partir dessa instincia que,
quando ¢ dada uma relacio simétrica, é por vezes possivel, sem
a ajuda de qualquer outra relagdo, separd-la em duas relacdes
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assimétricas. Mas os casos em que isso € possivel sio raros
€ excepcionais: sA0 casos em que ha duas classes mutuamente
exclusivas, digamos « ¢ f, tais que, sempre que a relagio existe
entre os dois termos, um dos termos é um membro de @ € o
outro ¢ um membro de 8 — como, no caso de cénjuge, um termo
da relagio pertence 3 classe dos homens e o outro 3 classe das
mulheres. Em tal caso, a relagio com o seu dominic confinade
a o serd assiméirica, o tnesmo sendo a telagio com seu domi-
nio confinado a . Mas esses casos ndo ocorrem quando tra-
tamos de séries de mais de dois termos; porque em uma série,
todos 05 termos, exceto o primeiro e o Gltimo {se estes existem),
pertencem tanto ao dominio como ao dominio inverso da relagio
geradora, de modo que uma relagdo come a de marido, na qual
o dominio ¢ o dominio inverso ndo se interceptam, estd excluida,

A questdo de como construir relacoes tendo alguma pro-
priedade til, por meio de operacdes sobre relacdes que apenas
tém rudimentos daquela propriedade, tem considerdvel impor-
tincia. A transitividade e a conexidade sfo facilmente construi-
das em muitos casos nos quais as relagBes originalmente dadas
rdo as possuem: por exemplo, se R é uma relagio qualquer, a
relagio ancestral derivada a partir de R por indugiio generalizada
¢ transitiva; e se R é uma relagdio de muitos-para-um, a relagic
ancestral serd conexa se confinada 3 posteridade de um termo
dado. Mas a assimesria € uma propriedade muito mais dificil
de se garantir por construgio. O método pelo qual derivamos
marido de conjuge nio €, como vimos, disponivel nos casos
mais jmportantes, tals como mator, anterior ¢ & direita de, nos
quais o dominio e o dominio inverso se interceptam. Em todos
esses casos, podemos, naturalmente, obter uma relagio simétrica
somando a relagdo dada e seu inverso, mas nfo podemos voltar
dessa relagiio simétrica para a relagio assimétrica original, exceto
com a ajuda de alguma relagio assiméirica. Tomemos, por
exemplo, a relacio maior: a relacio maior ou menor — isto &,
designal — ¢ simétrica, mas nada hd nessa relagio a mostrar
que ela seja a soma de duas relagdes assimétricas, Tomemos
uma relagdo como a de diferente em formato’. Nio se trata
da soma de uma relagdo assimétrica e seu inverso, porquanto as
formas ndo constituemn uma tnica série; mas nada hd a mostrar
que ela difira de “diferente em grandeza” e disso ndo sabe-
rfamos se ignordssemos que as grandezas tém relagdes de maior
ou menor. lIsso ilustra o cardter fundamental da assimetria
como uma propriedade das relages.

Esefcies oF RELAGOES 49

Do ponto de vista da classificacdo das relacdes, ser assi-
métrico € caracterfstica muito mais importante do que implicar
diversidade.  As relagdes assimétricas implicam diversidade,
mas o inverso ndo € verdadeiro. “Desigual”’, por exemplo,
implica diversidade, mas é simétrica. De modo geral, podemos
dizer que, se quiséssemos, poderiamos dispensar ao mdximo
possivel as proposiges relacionais, substituindo-as pelas que
atribuissem predicados aos sujeitos, desde que nos limitdssemos
is relacbes simétricas: aquelas que ndo implicam diversidade
podem, casc sejam ttansitivas, ser consideradas como asserindo
um predicado comum, enquanto as gque implicam diversidade
podem ser consideradas como asserindo predicados incompati-
veis, Por exemplo, considere-se a relacio de simislaridade entre
classes, por meio da qual j4 definimos os mimeros. Essa relagao
¢é simétrica e transitiva e nao implica diversidade. Seria possi-
vel, embora menos simples do gue o procedimento que ado-
tamos, considerar o nimero de uma colegio como um predicado
da coleco: enddo, duas classes similares serdio duas que tém o©
mesmo predicado numérico, enquanto duas que ndo sdo similares
serdo duas que tém predicados numéricos diferentes. Esse
método de substituir relagdes por predicados é formalmente
possivel (embora com fregiséncia muito inconveniente) enquanto
as relagbes do caso forem siméiricas; mas € formalmente impos-
sivel quando elas sdc assimétricas, porque tanto a mesmidade
{sameness) como a diferenca de predicados sao simétricas. As
1elacdes assimétricas sdo, podemos dizer, as relagdes mais carac-
teristicamente relacionais ¢ as mais importantes para o fildsofo
que deseje estudar a natureza l6gica @liima das relagdes.

Outra classe de relagdes que sdo do maior uso € a das
telagdes de um-para-muitos, isto €, as relagBes que no mdximo
um termo pode ter com um determinado termo. Tais sdo as de
pai, mae, marido (exceto no Tibete), quadrado de, seno de, e
assim por diante. Mas as de um-dos-pais, raiz quadrada ete.,
ndo sio de um-para-muitos, E formalmente possivel substitnir
todas as relacdes pelas relagSes de um-para-muitos por meio
de um dispositivo, Tomemos (digamos) a relagio menor
entre os nimeros indutivos. Dado qualquer mimero » maior do
que 1, ndo havers somente um nimero que tenha com » a
relagdo menor, pois nos é possivel formar toda uma classe de
nimeros que sao mencres do que »  Tratase de uma classe,
e sua relacio com » ndo é compartilhada por qualquer outra
classe. Podemos chamar % classe dos nimeros que sio menotes
do que # a “ancestralidade prépria” de #, no sentido em que
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[alamos de ancestralidade ¢ posteridade em conexdo com a indu-
cdu matemdtica. Entdo, “ancestralidade prépria” é uma relagio
de um-para-muitos (wum-para-muilos serd sempre usada como
incluindo wm-para-um), porquanto cada nimero determina uma
dnica classe de nimeros constituindo sua ancestralidade prépria.
Dessa forma, a relagic mzenor do gue pode ser substituida por
ser wm membro dg ancestralidade pripria de. Desse modo, uma
relagio de um-para-muitos na qual o um é uma classe, junia-
mente com os membros dessa classe, pode sempre substituir
formalmente uma relagio que nio é de um-para-muitos. Peano,
que por alguma razio concebe sempre instintivamente as relagdes
como sendo de um-para-muitos, trata desse modo aquelas gque
naturalments ndo o siao. Contudo, a redugo a relagGes de
um-para-muitos por esse método, embora possivel como questéio
de forma, nio representa uma simplificagdo técnica, havendo
todo motivo para se pensar gue ndo representa uma andlise
filoséfica, quando mais ndo seja pelo fato de as classes deverem
ser consideradas ““ficcdes ldgicas”. Continuaremos, portanto,
comsiderando as refagdes de um-para-muiros como uma espécie
especial de relagses.

As relagdes de um-para-muitos estde presentes em todas
as frases da forma “o fulano-de-tal assim e assim”. “O Rei da
Inglaterra”, “a esposa de Sécrates”, “o pai de John Stuart
Mill” ctc., sdo expressdes que descrevem, todas, alguma pessoa,
por meio de wma relagio de um-para-muitos com um dado
termo. Uma pessoa ndo pode ter mais de um pai, de modo que
“o pai de John Stuart Mill” descreve alguma pessoa, mesmo
que ndo saibamos quem. Ha muito a dizer sobre as descrigdes,
mas no momento € nas relacdes que estamos interessados, e as
descricdes sé¢ sdo relevantes para exemplificar os usos das rela-
¢des de um-para-muitos. Cabe observar que todas as funcdes
matemdticas resultam de relagdes de um-para-muitos: o loga-
ritmo de x, ¢ co-seno de x etc., sio. como o pai de x, termos
descritos por meio de uma refagio de um-para-muitos {logarit-
mo, co-seno etc.) com um termo dado (x}. A nogdo de fungio
ndo precisa ser confinada aos numeros, ou ao0s usos 408 quais
os matemdticos nos acostumaram; pode ser estendida a todos os
casos de relacdes de um-para-muitos, e “o pai de x” € tdo
legitimamente uma fungio da qual x ¢ o argumenio guanto
o é “o logaritmo de x”. As fungdes sio, nesse sentide, fungdes
descritivas. Como veremos depois, hd fungdes de género ainda
mais geral e fundamental, isto &, as funcdes proposicionais; mas
no momento devemos confinar a nossa atengdo as fungdes des-

EsrEcies pE RELAQOES 51

critivas, isto €, as da espécie “o termo que tem a relagio R
*r 4 b i L 1. -

com x"', ou, para simplificar, “a R de x", em que R € uma

relagio de um-para-muitos.

Cabe observar que para que "a R de x” descreva um
termo preciso, x deve ser um termo com o qual algo tenha a
relagio R e ndo deve haver mais de um termo tendo a relacio
R com X, porquanto o artigo “'0” ou “a”, corretamente usado,
deve implicar unicidade. Assim, podemos falar de “o pai de x”
s¢ x € qualquer ser humano exceto Addo e Eva; mas nio
podemos falar de “o pai de x" se ¥ é uma mesa ou uma cadeira
ou qualquer outra coisa que ndo possa ter um pal. Devemos
dizer que a R de x “existe” quando hd apenas um termo, €
mais nenhum, que tenha z relacio R com x. Assim, se R € uma
relagio de um-para-muitos, a R de x existe sempre que x pertenca
ao dominio inverso de R e ndo em caso contrdrio. Earendendo
“a R de x” como uma fungio no sentido matemdrico, dizemos
que x ¢ o “argumento” da fungdo, e, se y € o termo que tem
a relagdo R com x, isto €, se ¥ é a R de x, entdo v € o “valot”
da fungiio para o arpumento x  Se R & uma relacio de um-
-para-muitos, o émbito dos argumentos possivels para a funcio
¢ o dominio inverso de R e o ambito dos valores é o dominio.
Assim, o ambito dos argumentos possiveis para a fungio ‘o
pai de x” compreende todos os que t2m pai, isto €, o dominio
inverso da relagio paf, enquanto o dmbito de valores possiveis
¢ formado por todos os pais, isto €, o dominio da relacio.

~ Muitas das nocdes mais importantes da logica das relacdes
s@o fungbes descritas, como por exemplo: inverso, dominio, do-

minto tnverso, campo. Outros exemplos surgirdo com a con-
tinuagio,

~ As relagdes de wm-para-um constituem classe especialmente
Importante entre as relagdes de um-para-muitos. J4 tivemos
ocasido de falar das relagdes de um-para-um em conexdo com
a definicio de nGmero, mas é necessdria a familiarizacio com
elas e ndo apenas conhecerse sua definicdo formal. Essa de-
finicio pode ser derivada a partir da definicio das relacdes
€ um-para-muitos: elas podem ser definidas como relacdes de
um—Para-muitos, isto €, as relagGes gue sdo tanto de um-para-
‘muitos come de muitos-para-um,  As relacdes de um-para-mui-
tos Eodem ser definidas como relacdes tais que, se x tem a
relagio em questio com y, ndo hé outro termo ¥ algum que
também tenha essa relagio com 3. Ou podem ser ainda assim
definidas: Dados dois termos » € ', 0s termos com os quais x



52 INTRODUGAG A FiLOSOF1a MATEMATICA

tem a relacio dada c aqueles com os quais x™ tem essa relacio
nio t2m membro algum em comum, Ou, ainda, podem ser
definidas como relagdes tais que o produto de uma delas e
seu inverso implica identidade, onde o “produto relative” de
duas relagdes R e 5 ¢ a relagio que se estabelece entre x € 2
quando hd um termo intermedidrio y tal que x tem a reiag}ﬁo
R com y e y a relagio § com z. Assim, por exemplo, se R ¢ a
relacio de pai para fitho, o produto relative de R e seu inverso
serd a relacdo que se estabelece entre x e um homem z guando
hé uma pessoa y tal que x € o pai de y e y € o filho de z. E
Sbvic que x e z devem ser a mesma pessoa, Se, por outro lado,
tomamos a relagao de um-dos-pais e filho, que ndo é de nm-
-para-muitos, ndo mais podemos alegar que, se x € um-dos-pais
de y e y é um filho de z, x e y devem ser a mesma pessos,
porque um pode ser o pai de ¥ e o outro a mae. Fica assim
ilustrado ser isso uma caracteristica das relagdes de um-para-
-muitos guando o produto relativo de uma relagio e seu inverso
implica identidade, No caso das relagbes de um-para-um _isso
acontece, ¢ também o produto relativo do inverso pela relagio
implica identidade. Dada uma relagio R, é conveniente, se x
tem a relagio R com y, pensar-se em y como sendo atingid_o por
um “R-passo” ou um “R-vetor”. No mesmo caso x sgré atingido
por um “R-passo para tras”. Podemos, assim, enunciar a carac-
terfstica das relagdes de um-para-muitos dizendo que um R-passo
seguido de um R-passo para tris deve trazernos de volta ac
nosso ponto de partida. O mesmo ndc se d4, de modo algum,
no tocante a outras relagSes; por ezemplo, se R € a relalr;ao do
filho para um-dos-pais, o produto relativo de R e seu inverso
¢ a relagio “o préprio individuo ou irmio ou irma”, e, se R é a
relacio de neto ou neta para um-dos-avés, o produto relativo
de R e seu inverso é ‘o préprio individuo ou irmio ou irma ou
primo (ou prima) em primeiro grau’, Cabe observar que ©
produto relativo de duas relagdes nio é em geral comutativo,
isto &, o produto relarivo de R e § ndo é em geral a mesma
relagio que o produto relativo de § e R Por exemplo, o pro-
duto relativo de um-dos-pais ¢ irmdo é tio, mas o produto
relativo de irmdo e um-dos-pais é um-dos-pals.

A relacao de um-para-um dé uma correlagio de duas classes,
termo a termo, de forma que cada termo de cada classe tem seu
correlato na outra, Tais correlagbes sdo mais simples de se
perceber quando as duas classes nio tém membro algum em
comum, como a classe dos maridos e a das esposas; pois nesse
caso sabemos de uma vez se um termo deve ser considerado
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aquele do gual a relecio correlacionadora R vai ou como aquele
para o gual ela vai. E conveniente usar a palavra referente pats
o termo do gual a relagio vai, e o vocibulo relatum para o termo
para 0 qual ela vai. Assim, se x e y sdo marido e mulher, entio,
com respeito 3 relagio “marido”, x € referente e y & relarum,
mas, com respeito a refagic “esposa”, y € referente e x é rels-
tum. Dizemos que uma relagio e seu inverso tém ‘‘sentidos”
opostos; assim, o “sentido” de uma relagio que vai de x para
y € o oposto do sentido da relagio correspondente de y para x.
O fato de uma relacio ter um “sentido” é fundamental e é parte
da razao para que a ordem possa ser gerada por relagdes apro-
priadas. Cabe observar que a classe de todos os referentes
possiveis para uma relagio dada € seu dominio, e a classe de
todos os relatg possiveis € seu dominio inverso.

Mas acontece fregiientemente que o dominio e o dominio
inverso de uma relagdio de um-para-um se interceptam. Tome-
mos, pot exemplo, os dez primeiros niimeros inteiros {excluindo
0), acrescentande 1 a cada um deles; assim, em vez dos dez
primeircs inteiros temos agora os inteiros:

2,3,4,5,6,7,8,9 10, 1L

Sdo os mesmos que tinhamos antes, exceto que 1 foi eli-
minado no injcio e 11 foi acrescentado no fim. Ainda hd dez
inteiros: estdo correlacionados com os dez anteriores pela relagio
de # para #+1, que € uma relagio de um-para-um. Ou, em
vez de adicionarmos 1 a cada um de nossos dez inteiros originais,

poderiamos ter elevado cada um deles ao dobro, obtendo assim
os inteiros:

2,4, 6,8 10, 12, 14, 15, 18, 20.

Ainda temos ai cinco de nossos inteiros anteriores, isto
é 2,4, 6, 8 10. A relagic correlacionadora €, neste caso, a
relacio de um niimero para o seu dobro, que também & uma re-
lagio de um-paraum, Qu podemos ainda ter substituido pot
seu quadrado, obtendo assim o conjunto: :

1,4,9,16, 23, 36, 49, 64, 81, 100.

Neste caso, somente trés mimeros de nosso conjunto
otiginal permaneceram, ou seja, 1, 4, 9. Tais processos de
cotrelagio podem ser variados indefinidamente.
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O caso mais interessanie da espécie acima ¢ aquela no gual
a nossa relacic de um-para-um tem um dominio inverso gue €
parte, mas nic o todo, do dominio. Se, em vez de confinarmos
o dominio aos primeiros dezr inteiros, tivéssemos considerado
todos os nimeros indutivos, as instincias acima teriam ilustrado
esse caso. Podemos dispor os numeros considerados em duas
fileiras, colocando cada correlato debaixo do nimero do gual ele
é correlato.  Assim, quande o correlacionador é a relagdo de #
para #—+1, temos as duas fileiras:

1,2, 3,45 .. # ...
2,3, 4,5, 6, ... #+1 ..,

Quando o correlacionador é a relagiio de um numero para
¢ seu dobro, temos:

H ] ] 5)--' i

1, 2,3, 4
2,4,6,8, 10, ... 2n

Quando o correlacionador € a relagio de um oémero para
o sen quadrado, temos:

11 2; 3, 4, 5,... M
1, 4,9, 16, 25, ... &*

Em todos os casos, todos os mimeros indutivos aparecem
na fileira de cima e apenas alguns na de baixo.

Os casos desse género, nos guais o dominio inverso é uma
“parte prépria” do dominio (isto €, uma parte ¢ nio o todo},
voltardio a ocupar-nos novamente quando tratarmos do infinito.
No momento, queremos apenas observar gue existem e exigem
consideracio.

Outra classe de correlagdes com freqiiéncia importante ¢ a
chamada classe das “permutagdes”, na qual o dominio ¢ o do-
minio inverso sdo idénticos. Consideremos, por exemplo, os
seis arranjos possiveis de trés letras:

4, b, ¢
4, ¢ b
b, ¢ d
b, a, ¢
e, a, b
e, b, a

EsrEciEs DE RELACOES 33

Cada um desses arranjos pode ser obtide de um dos outros
por meio de uma correlagio. Tomemos, por exemplo, o pri-
meiro e o dltimo (2, b, ¢} e (¢, &, a}. Aqui, # € correlacionado
com ¢, b consigo mesmo ¢ ¢ com a. E dbvio que a combinagio
de duas permutagles € novamente uma permutacio, isto €, as
permutacdes de uma determinada classe formam o que é cha-
madodo um “grupo”.

Essas varias espécies de correlagdes sio importantes em
vérios pontos, algumas com um propdsito, outras cam outro,
A nogio geral de cotrelagbes de um-para-um tem importincia
ilimitada na Filosofia da Matemdtica, como j4 vimos em parte,
mas veremos muito mais plenamente com a continuagio. Um
de seus usos nos ocupard no capitulo seguinte,



CAPITULO VI

Similaridade de relacbes

VIMUS no caPITULO II, que duas classes tém o mesmo nimero
de termos quando sdo “similares”, isto ¢, quando existe uma
relagdo de um-para-um cujo dominio é uma das classes e cujo
dominio inverso ¢ a outra. Em tal caso dizemos que hd uma
“correlagdo de um-para-um”™ entre as duas classes.

No presente capitulo temos de definir uma relacio entre
relagdes, que desempenhard para estas papel idéntico a0 que =z
similaridade de classes desempenha para as classes. Chamaremos
a essa relagdo ‘'similaridade de relacdes” ou ‘“‘semethanca”
quando parecer Gtil usar uma palavra diferente da que usamos
para as classes. Como serd definida a semelhanga?

Ainda empregaremos a nocio de correlagio: admitiremos
que o dominio de uma relacio possa ser correlacionada com o
dominio da outra, e ¢ dominio inverso de uma com o da outra;
mas iss0 ndo é suficiente para o género de semelhanca que
desejamos exista entre as nossas duas relagdes. O que nés quere-
mos ¢ que, sempre que uma das relagbes se estabeleca entre dois
termos, a outra relagio estabelecer-se-d entre us correlatos desses
dois termos. O exemplo mais fici! do género de coisa que
desejamos ¢ um mapa. Quando um lugar estd 20 norte de outro,
o ponto do mapa correspondente ao primeiro estd acima do
correspondente a0 segundo: quando um lugar estd a oeste
de outro, o ponto do mapa corresponde a um que estd A es-
querda do que corresponde ao outro, e assim por diante. A
estrutura do mapa corresponde a do pais do qual ele é um
mapa. As rela¢des espaciais do mapa tém ‘“‘semelhanca’ com as
relagdes espaciais do pais cartografado. E esse tipo de conexdo
entre relagdes que desejamos definir.

Podemos, em primeiro lugar, introduzir certa restrigio,
com proveito. Ao definirmos semelhanca limitar-nos-emos as
relagdes que tém ‘“‘campos”’, isto €, iquelas que permitem a
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formagao de uma tinica classe no dominio e do dominio inverso.
Isso nem sempre se dd. Vejamos, por exemplo, a relagio “do-
minio”, isto é, a relagio que o dominio de uma relagdc tem
com ela. Essa relagio tem para seu dominio todas as classes,
porguanto toda classe é o dominio de alguma relagdo; e tem
toda relagio para o seu dominio invetso, porque toda relagdo
tem um dominio. Mas as classes e as rela¢bes ndo podem ser
somadas para formar uma tnica classe nova por serem de “'tipos”
légicos diferentes, N#o necessitamos entrat na dificil doutrina
dos tipos, mas é bom saber quando nos estamos abstendo de
entrar nela, Podemos dizer, sem tocarmos as bases da assergao,
que uma relacdo sé tem um “campo” guando é “homogénea”,
tsto é, quando seu dominio e dominio inverso sdo do mesmo tipo
logico. Como indicagdo sumdéria do que queremos dizer por
“tipo”, podemos afirmar que os individuos, as classes de indi-
viduos, as relagbes entre individuos, as relagdes entre classes,
as relagdes de classes com individuos etc., sio de tipos diferentes.
Acontece que a nogio de semelhanga ndo é muito dtil quando
aplicada a relagdes que ndo sdo homogéneas; devemos, portanto,
ao definir semelhanga, simplificar o nosso problema referindo-
-nos a0 “campo’ de uma das relacdes em questio. Isso limita
um pouco a generalidade de nossa definigio, mas a limitagdo
ndo tem qualquer importincia pritica. E, uma vez enunciada,
niio mais necessita ser lembrada. Podemos definir duas relagdes
P e () como “similares” ou como tendo “semelhanca” quando
existe uma relagio de um-para-um § cujo dominio € o campo de
P e cujo dominio inverso é o campo de Q; e € uma relagio que,
se um termo tem a relagic P com outro, o correlato de um deles
tem a relagio Q com o correlato do outro e vice-versa. A figura
tornard isso mais claro. Sejam » e y dois termos gue tém a
relagio P. Entio, tem de haver dois termos z e w tais que
x tenha a relagiio § com z, ¥ tenha 2 relacio 5 com w ¢ z tenha a
relaczo O com w. Se isso acontece a todo par de termos tais
COmD X € y, € 5 O LOVEISO acon-

e tece com todo par de termos tais

. como 7 ¢ w, € claro que para toda

[ i instincia em que se verifique a
relagic P haverdi uma instincia
S $ cortespondente em que se verifi-
| que a relacio Q e vice-versa; e é

’ 1 isso 0 gue desejamos garantir com
e a nossa definicio. Podemos elimi.
nar algumas redundancias no es-

x F ¥

-

&
-1
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bogo de definigao acima pela observagio de que, quando as supra-
citadas condigbes sdo preenchidas, a relagio P € o mesmo que
o produto relativo de § e Q pelo inverso de S, isto €, P-passo
de x para ¥ pode ser substituide pela sucessdo S-passo de x
para z, {-passo de z para w, S-passo para trds de w para
v. Podemos, assim, estabelecer as seguintes defini¢des:

Uma relaggo § € dita ‘correlacionadora” ou “correlaciona-
dora ordinal" de duas relagies P ¢ Q se § € uma relacio de
um-pard-um, tem o campo de J para seu dominio inverso e &
tal que P ¢ o produto relativo de § e Q ¢ o inverso de §.

Duas relfagdes P e ) sio ditas “similares” ou que tém a
mesma ‘‘semelhanga” quando hd pelo menos uma correlacio-

nadora de P e Q.

Constatar-se-d que essas definicdes acarretam aquilo que
acima consideramos necessdrio.

E ver-se-d que, quando duas relagdes sio similares, com-
partilham de todas as propriedades que nio dependem dos ter-
mos reais que fazem parte de seus campos. Por exemplo, se uma
implica diversidade, o mesmo se d4 com a outra: se uma €
reansitiva, a outra também o ¢; se uma € conexa, assim tamhém
a outra. Partanto, se uma ¢ serial, a outra também serd serial.
E também se uma ¢ uma relagio de um-para-muitos ou de um-
-para-um, a outra serd, igualmente, uma relagio de um-para-
-muitos ou de um-para-um, ¢ assim por diante, abrangendo rodas
as propriedades gerais das relagdes. Até mesmo os enunciados
gue envolvem os termos reais do campo de uma relagio, embora
cles possam ndo ser verdadeiros como se apresentam quando
aplicados a uma relagio similar, serdo sempre capazes de tradu-
¢do para enunciados andlogos. Somos levados por tais comnsi-
derag¢Ges a um problema que tem, na Filosofia Matemdtica, uma
importancia que nido foi até agora adequadamente reconhecida.
0O nosso problema pode ser assim enunclado:

Dado algum cnunciado em uma Jinguagem da qual conhe-
¢amos a gramitica e a sintaxe, mas ndo o vocabuldtio, quais
os significados possiveis de tal enunciado ¢ quais os significados
das palavras desconhecidas que o tornariam verdadeiro?

A razdo da importancia dessa pergunta estd no fato de ela
LEPIEsCntar, muito mais aproximadamente do que se pode supor,
o estado de nosso conhecimento da natureza.  Sabemos que
certas proposigdes cientificas — as guais sio, nas ciéncias mais
avangadas, expressadas em simbolos mateméticos — sdo mais ou
menos verdadeiras do mundo, mas estamos muito a esmo no Que
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tange 3 interpretagio a ser atribuida aos termos que ocorrem
nessas proposi¢oes.  Sabemos muito mais (usande no momento
duas palavras antiquadas) sobre a forma da natureza do que
sobte a matérie.  Conseqiientemente, o que realmente sabemos
quando enunciamos uma lei da patureza é somente que hé pro-
vavelmente algwma interpreragio de nossos termos que tornard
a nossa lei aproximadamente verdadeira. Assim, esta pergunta
ganha grande importancia; Quais os significados possivels de
umza lel expressada em termos dos guals ndo conhecemos ©
significado substantivo, mas apenas a pramdtica ¢ a sintaxe?

3

E essa pergunta € a sugerida acima.

Ignoraremos por enquanto a petgunta geral, a qual nos
ocupard em etapa posterior; a questdo da semelhanga em si
deve ser mais investigada primeiro.

Em razio do fato de, quando duas relagfes sio similares,
suas propriedades serem as mesmas exceto quando dependem
de campos compostos apenas dos termos de que s3o compostos,
torna-se desejdvel uma nomenclatura que reuna todas as relagdes
que sejam similares a uma dada relagio. Assim como chamamos
go conjunto das classes que sdo similares a uma classe dada o
“nimero” daquela classe, podemos, de igual modo, chamar
ao conjunto de todas as relagdes que sdo similares a uma relagio
dada o “mimero” daquela relagio. Mas, a fim de evitar confusio
com os mimeros apropriados as classes, falaremos, neste caso,
de “‘nimero-relacio”. Assim, temos as seguintes defini¢Ses:

O “ndmero-relagio” de uma relacio dada é a classe de
todas as relacdes similares 4 relacao dada.

Os “nimeros-relagio” sio o conjunto de todas as classes
de relagdes que sdo os ndmeros-relacdo de vdrias relagdes, ou,
o que vem a ser o mesmo, um mdmero-relagio é uma classe
de relacdes consistindo de todas as relagdes que sdo similares a
um membro da dasse,

Quando se fizer necessdrio se falar dos nimeros de classes
de um modo que torne impossivel confundi-los com nimeros-
-relacao, chami-los-emos Y mimeros cardinais”. Assim, os aumeros
cardinais sdo os numeros apropriados 3s classes. Estdo af
inclufdos os inteiros comuns da vida cotidiana ¢ também certos
ndmeros infinitos, dos quais falaremos depois. Quando falamos
de “nimeros” sem especificagio, deve ficar subtendido que nos
referimos aos niimeros cardinais. A definigio de nimero cardinal
¢, cabe lembrat, a seguinte:
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O “nlmero cardinal” de uma dada classe € o conjunto de
todas as classes que sdo similares 4 classe dada.

As séries sao a aplicagio mais ébvia dos ndmeros-relagdo.
Duas séries podem ser consideradas igualmente longas quando
tém o mesmo nimero-relagio, Duas séries finitas terio o mesmo
numero-relagio quando seus campos tiverem ¢ mesmo nimero
cardinal de termos, e s6 nesse caso — isto &, uma série de
{digamos) 15 termos terd o mesmo mimero-relagio que qual-
quer outra série de quinze termos, mas ndo terd © mesmo
numero-relacio que uma série de 14 ou 16 termos, nem, natu-
ralmente, o mesmo numero-relagio que uma relagio que ndo
seja serial,  Assim, no caso assaz especial das séries finitas,
hd um paralelismo entre os nimeros cardinais e os niimeros-
-relagio.  Os mimeros-relagio apliciveis s séries podem ser
chamados “niimeros seriais” (os que sdo comumente chamados
“nUmeros ordinais™ sio uma subclasse destes); assim, um niime-
ro seria] finito € determinado quando conhecemos o niimero
cardinal de termos do campo de uma série que tenha o
ndmero serial em questio. Se # é um ntmero cardinal finito,
o mimero-relagdo de uma série que tem 7 termos é chamado
mimero “ordinal” ». (H4 também némeros ordinais finitos,
mas falaremos deles em capftulo posterior.) Quando ¢ nimero
cardinal de termos do campo de uma série € infinite, o nimero-
-relagio da série ndo ¢ determinado meramente pelo nimero car-
dinal, pois na verdade, existe um miimero infinito de numeros-
-telagio para um mimero cardinal, como veremos quando con-
siderarmos as séries infinitas. Quando uma série € infinita, o
que podemos chamar seu “comprimento”, isto £, seu ndmero-
-relagdo, pode variar sem alteragio no ntmero cardinal; mas
quando uma série € finita isso ndo pode acontecer.

Podemos definir adi¢io e multiplicagio para os niimeros-
-relagdo tante quanto para os nimeros cardinais, podendo ser
desenvolvida toda uma aritmética dos nimeros-relagio. A ma-
neira pela qual isso deve ser feito pode ser facilmente vista
considerando-se o caso das séries. Suponhamos, por exemplo,
que desejemos definir a soma de duas séries que ndo se inter-
ceptam de modo que o nimero-relagic da soma seja capaz de ser
definido como a soma dos nimeros-relacio das duas séties. Em
primeiro lugar, € claro que hd uma ordem entre as duas séties:
uma delas deve ser colocada antes da outra, Assim, se P ¢ Q
a0 as relagdes geradoras das duas séries, na série que é a soma
com P colocada antes de Q, todo membre do campo de P
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preceders todo membro do campo de Q. Desse moglo, a relagio
serial a ser definida como a soma de P e Q ndo é simplesmente
“P ou Q”, mas “P ou Q ou a relacio de qualquer memb_rq do
campo de P com qualquer membro do campo de Q. Adm‘lltmdo
que P e O ndo se interceptam, essa relagao é seflal, mas ‘P ou
Q" nio ¢ serial, néo sendo conexa, porquanto ndo se estabelece
entre um membto do campo de P e um membro do campo de
Q. Assim sendo, a soma de P e (J, confor:r_le af:irna deflmc_ia,
¢ 0 que necessitamos para definir a soma de dois nimeros-relagdo.
Modifica¢bes similares sdo necessarias para os p::odi_]tos e as
poténcias. A aritmética resultante ndo obedece i lei comuta-
tiva: a soma ou o produto de dois mimeros-relagio dependem
geralmente da ordem em que sio efetuados. Mas obedece 2 lei
associativa, que é uma forma da lei distributiva, € a duas das
leis formais das poténcias, nac apenas quando aplicadas aos
nlimeros seriais, mas também aos nimeros-relagio em geral. A
aritmética-relagio €, na verdade, conguanto recente, um ramo
absolutamente respeitdvel da Matemitica.

Nio se deve supor que, meramente pelo fato de as séries
possibilitarem a mais ¢bvia aplicagfio da idéia de semelhanga,
ndo haja outras aplicagdes importantes. J4 mencionamos os
mapas ¢ podemos estender nossos pensamentos desses exemplos
1 Geometria em geral. Se o sistema de telagdes pelo qual uma
Geometria é aplicada a um certo conjunto de termos pode ser
colocado inteiramente em relagdes de semelhanga com um sistem.a
que se aplique a outro conjunto de termos, entdo a Geomem‘a
dos dois conjuntos € indistinguivel do ponto de vista matemd-
tico, isto €, todas as proposi¢des sdo a mesma exceto pelo fato
de serem aplicadas em um caso a um conjunto de termos, €, no
outro, a outro conjunto de termos. Podemos exemplificar isto
por meio das relagdes do género que pode ser chamado “entre”,
gue consideramos no capitulo IV. Vimos entio que se uma
relagio de trés termos tver certas propriedades légicas formais,
dard surgimento a séries e poderd ser chamada uma “relacio-
-entre”, Dados dois pontos quaisquer, podemos usar a rela-
¢do-entre para definir a linha reta determinada por esses dois
pontos; ela consiste de « e b, juntamente com todos s pontos
xx, tais que a relacio-entre se estabelece entre os trés pontos
4, b, x, em uma ordem qualquer. Foi mostrade por O. Veblen
que podemos considerar todo o nosse espago como o campe
de uma relagfio-entre de trés termos ¢ definir a nossa Geometria
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pelas propriedades que atribuimos 4 nossa relagio-entre.* Agora,
a semelhanca € tao facilmente definivel entre relacoes de trés
termos quanto entre relacdes de dois rermos. Se B e B sio
duas relacdo-entre, de modo que “xB(y,z)” signifique “x estd
entre ¥ e z com respeito a B’ chamaremes a § um correlaciona-
dor de B ¢ B se tiver o campo de B, para sen dominio inverso,
e for tal que a relagio B se estabelega entre trés termos quando
B’ se estabeleca entre seus S-correlatos, e somente nessas con-
dicdes. E diremos que B é semelhante a B’ quando hd pelo
menos um correlacionador de B com B. QO leitor poderd fa-
cilmente convencer-se de que, se B € semelhante a B’ nesse
sentido, nio poderd haver diferenga alguma entre a Geometria
gerada por B ¢ a gerada por B,

Segue-se dai que o matemdtico nfo necessita preocupat-se
com a existéncia particular ou natureza intrinseca de seus
pontos, linhas ¢ planos, mesmo quando estefa especulando a
Matemdtica aplicads. Podemos dizer que hé evidéncia empirica
da verdade aproximada daquelas partes da Geometria que ndo
sejam objeto de definicdgo, Mas ndo hd evidéncia empirica algu-
ma quanto ao que deva ser um “‘ponto”. Tem de ser algo que
satisfaga a0 mdximo os nossos axiomas, mas nio tem de ser
“muito  pequeno” ou “destituido de partes”. O fato de
ele ser ou ndo essas coisas é indiferente, desde que satisfaca aos
nossos axiomas. Se pudermos construir fora do dominio empi-
rico uma estrutura ldgica que, por mais complicada que seja,
satisfaga 20s nossos axiomas geométricos, essa estrutura poderd
ser legitimamente chamada um “ponto™. Nio devemos dizer que
nada mais existe que possa ser chamado um “ponte’; devemos
apenas dizer: “Este objeto que construimos ¢ suficiente para
o gedmetra;, poderd ser um dos muitos objetos, qualquer dos
quais seria suficiente, mas isso nao nos interessa, porguanto esse
cbjeto ¢ suficiente para vindicar a verdade empirica da Geome-
Iria, no quanto a Geometria ndo seja uma questio de definicio”,
Isso é apenas uma ilustragio do principio geral de que o que
importa em Matemdtica, e, em alto grau, nas Ciéncias Fisicas,
nao € a natureza intrinseca de nossos termos, mas a natureza
Iégica de suas inter-relacdes.

Isso nio se aplica ac espago eliptico, mas apenas aos espagus
nos quais a livha reta é uma série aberca, Modern Mathematics, com-
pilada por J. W. A. Youxe, pp. 3-51 [monografia de O. Vearen sobre
“Os Fundamentos da Geometria”),
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Podemos dizer, de duas relagdes similares, que elas tém
2 mesma “'estrutura”’, Para fins matemdticos {embora ndo para
os da Filosofia pura), a Unica coisa que importa no tocante 4
relagdo sdo os casos em que ela se estabeleca ¢ ndo sua natureza
intrinseca. Assim como as classes podem ser definidas por virios
conceitos diferentes, mas co-extensivos — eg., “homem” e
“bipede implume’ — assim também duas relagdes que sdo con-
ceptualmente diferentes podem egtabeleccr—se nO MEsme Conjun-
to de instancias. Uma “instincia” em que se estabelece uma
relagdo deve ser concebida como um par de termos, com uma or-
dem, de forma que um dos termos vem primeiro e o oultro
depois: o par deve, naturalmente, ser tal que seu primeiro
termo tenha a relagdo em questdo com O_Sf;gundo. Tomemos
(dipamos) a relagio “pai”: podemos definir o que podemos
chamar de “extensdo” dessa relagio coma a classe de todos os
pares ordenados (x, y) tais que x é o pal de . Do ponto
de vista matemitico, a Unica coisa importante acerca da relagdo
“pai” € que ela define esse conjunto de pares ordenados. De
modo geral, dizemos:

A “extensdo’’ de wma relagio € a classe dos pares ordenados
{x, y) tais que x tem a relacio em questdo com y.

Podemos agora dar um passo a frente no  processo de
abstragio, considerando o que podemos querer dizer por “estru-
tura”. Dada qualquer relagdo, podemos, se ela for SUflClC.nff:-
mente simples, construir um mapa sen. A bem da precisio,
tomemos uma relacio cuja extensio sejam os seguintes pares:
ab, ac, ad, be, ce, de, de, onde a, b, ¢, d, e sdo cinco termos
quaisquer, Podemos confeccionar um “mapa” dessa relagio

tomando cinco pontos sobre um plano e
a
a

5 ©os ligando por setas, como na figura. 0

— . que ¢ revelado pelo mapa € aquilo a que
chamamos “estrutura” da relagio.

Estd claro que a “‘estrutura” da rela-

Y 37 o ndo depende dos termos particulares que

¢ formem o campo da relagio. O campo

\A / pode ser modificado sem que se modifique

’ a estrutura, ¢ esta pode ser alterada sem

gue se altere o campo — por exemp!o, se

fossemos acrescentar o par ae a ilustracio acima, teriamos

de alterar 2 estrutura, mas ndo o campo. Duas relacdes tém a

mesma “estrutura”, diremos, quande o mesmo mapa servir

para ambas — ou, © que vem a ser & IMEsma Colsy, guando
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qualquer delas pode ser um mapa da outra (uma vez que toda
relagio pode ser o seu prépric mapa). E isso €, como mostrard
um momento de reflexio, precisamente a mesma coisa a que
chamamos “semelhanga”. Eguivale a dizer, duas relagdes tém a
mesma estratura guando tém semelhanga, isto ¢, quando tém
¢ mesmo nimero-relagdo.  Assim, aquilo que definimos como
“mimero-telagio’” é exatamente a mesma coisa que estd obscura-
mente insinuada pela palavra “estrutura” — uma palavra que,
por mais importante gque seja, jamais é (ao que saibamos)
definida em termos precisos por aqueles gue a vsam,

Houve, na Filosofia tradicional, muita especulagio que po-
deria ter sido evitada caso se tivesse percebido a importincia
da estrutura ¢ a dificuldade de entendéla. Por exemplo, diz-se
com freqiiéncia que o espago e o tempo sdo subjetivos, mas tém
contrapartidas objetivas; cu que os fenémenos sdo subjetivos,
mas causados pelas coisas em si, as quais devem ter diferengas
inter se correspondentes as diferengas nos fendmenos a0s quais
ddo surgimento. Quando essas hipéteses sdo feitas, supde-se
geralmente que possamos saber pouquissimo sobre as contra-
partidas objetivas, Na rezlidade, contudo, se as hipdteses, con-
forme enunciadas, fossem corretas, as contrapartidas objetivas
formariam um mundo tendo a mesma estrutura que a do mundo
fenomenal, permitindo-nos inferir dos fendmenos a verdade de
todas as proposi¢des que podem ser enunciadas em termos
abstratos e que se sabe serem verdadeiras no tocante aos fend-
menos. S¢ o mundo fenomenal tem trés dimensdes, o mesmo
deverd suceder ao mundo por trds dos fendmenos; se o munde
fenomenal é euclidiano, também o deverd ser o outro, e assim
por diante. Em suma, toda proposi¢do que tenha uma signifi-
cagdo comunicive] deve ser verdadeira mo tocante aos dois
mundos ou a nenhum deles: a iinica diferenca deverd estar
justamente na esséncia da individualidade, que sempre foge is
palavras e sufoca as descrigdes, mas que, precisamente por isso,
& irrelevante para 4 ciéncia. Mas o vnico propdsito que os
filésofos tBm em mira ao condenarem os fendmenos € persua-
ditermn a si mesmaos e aos outros de que o mundo real é muito
diferente do mundo das aparéncias. Todos nés podemos sim-
patizar com o seu desejo de provar tal proposicdo tdo desejdvel,
mas nfic os podemos felicitar por qualquer éxite. E verdade que
muites deles ndo asserem conrtrapartidas objetivas aos fenéme-
nos, e gstes escapam ao argumento acima. Os que asserem
contrapartidas sdo, via de regra, muito reticentes sobre o assunto,
provavelmente por sentitem instintivamente que, se insistirem
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na assuato, isso lhes trard um repprochement entre o mundo
real ¢ o mundo fenomenal. Caso insistissem no assunto, difi-
cilmente poderiam evitar as conclusdes que vimos sugerindo.
Em tais questbes, assim como em muitas outras, a nogio de
estrutura ou numero-de-relacao é importante,



CAPITULG VII

NuUmeros racionais, reais e complexos

.].f\ VIMOS COMO DEFINIR os ntmeros cardinais e também os
ntimeros-relagio, dos quais o que se chama comumente nimeros
ordinais sio uma espécie particular. Constatar-se-d que cada
uma dessas espécies de nimero poderd ser tanto infinita como
finita. Mas nenhuma delas ¢ capaz, como se apresenta, das
extensdes mais familiares da idéia de mimero, a saber, as exten-
sbes para nimeros negativos, fraclondrios, irracionais e com-
plexos. No presente capitulo, daremos ligeiramente as defiai-
c3es ldgicas dessas vdrias extensdes.

Um dos erros que retardaram a descoberta de definicOes
corretas nessa regido € a idéla comum de que cada extensdo
de ndmero inclui os géneros anteriores como casos especials.
Pensou-se, ao se tratar dos ndmeros positivos e negativos, que
os inteiros positivos podiam ser identificados com os inteiros
originais sem sinal. Pensouse também gque uma fragio cujo
denominador é 1 pudesse ser identificada com o nimerc natural
que € 0 seu numerador. E pensou-se que 0s nimeros irracionals,
tais como a raiz quadrada de 2, tivessem lugar entre as fragdes
racionais, como maiotes do que algumas delas e menores do
oue outras, de modo que os numeros racionais e os irracionais
pudessem ser tomados juntos como uma classe, chamada “niime-
ros reais”. E quando a idéia de nimero foi mais estendida de
forma a incluir os nimeros ‘complexos”, isto ¢, nGmeros
envolvendo a raiz quadrada de -—1, pensou-se que os nime-
tos reais pudessem ser considerados como aqueles entre os
mimeros complexos nos quais a parte imagindria (isto &, a parte
gue era um mmiltiplo da raiz quadrada de —1) fosse zero,
Todas essas suposicdes eram errdneas, devendo ser rejeitadas,
como veremos, para que possam ser dadas definigbes corretas,

Comecemos com os irteiros positivos e negativos. Torna-se
obvio, apés um momento de consideragio, que +1 ¢ —1 devem
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ser, ambos, relagdes, devendo, de fato, ser o inverso um do
cutro. A defini¢io dbvia e suficiente € a de que +1 ¢ a relacio
de #»+1 para 1, e —1 & a relagfio de # para #»+1. De modo
geral, se m ¢ qualquer mimero indutivo, -+ serd a relagio de
n+m para # (para qualquer #} e —m serd a relagio de »
para n+m. De acorda com essa defini¢do, -+ serd uma
telagio de um-para-um enquante # for um ndmero cardinal
(finito ou infinito) e m for um nimero cardinal indutivo, Mas
+m n3o €, em circunstincia alguma, capaz de ser identificado
com 7, que nic ¢ uma relagdio, mas uma classe de classes. Na
verdade, +» ¢ tio distinto de m quanto o é de —m.

As fragées sio mals interessantes do que_os inteiros posi-
tivos ou negativos, Necessitamaos das fragdes para muitas fina-
lidades, mas talvez mais obviamente para as medigdes. O meu
amigo e colaborador Dr. A. N. Whitchead desenvolveu uma
teoria das fracdes especialmente adaptada a sua aplicacdo as
medi¢des, a qual ¢ apresentada em Principia Mathematica®
Mas se tudo aquilo de que se necessita é definir os objetos que
tenham as propriedades puramente matemdticas exigidas, esse
propdsito pode set alcancado por um método mais simples, o
gual adotaremos aqui. Definiremos a fragio »/# como sendo
aquela relagio que se estabelece entre dois nimeros indutivos
x e v quando x#—ym. Fssa definicio nos permite provar que
min é uma relacio de um-para-um, desde que nem ¢ nem »
seja zero. E, naturalmente, #/mr € a relacio inversa de mi/n.

Pela defini¢io acima torna-se claro que a fragio m/1 é a
relagio entre dois inteiros x e ¥ gue consiste no fato de que
x=my. Essa relacio, como a relacio 4, nic € de modo algum
capaz de ser identificada com o nimero cardinal indutivo
porque uma relagic e uma classe de classes sdo objetos de espé-
cies flagrantemente diferentes.** Verse-d que 0/# é sempre a
mesma relagio, seja qual for o numero indutivo #; ela € em
suma, uma relagio entre 0 e qualquer outro cardinal indutivo.
Podemos chamid-la o zero dos nimeros racionais: ela nio &,
naturalmente, idéntica ao ntimero cardinal 0. Inversamente,
a relagio #/0 é sempre a mesma, seja qual for o nimeto indu-

* Wal III. * 300 ss., especialmentc 303,

" . . . .
*  Naturalmente, continuaremos, na pratica, falande das fragies

como seude (digamos) maiores ou menores do que 1. significando maioe
i menor do gue a razdo |/l Enquanto ficar entendido que a razio
1/l e o nimero cardinal | sio diferentes, nio é necessric ser pedante
dando énfase 3 diferenga,
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tivo 7. Nao hd cardinal indutivo algum correspondente a #/0.
Podemos chamé-la “o infinito dos racionais”. E uma instincia
do género de infinito tradicional em Matemitica, que é repre-
sentade por “c0”, Trata-se de género inteiramente diferente do
verdadeiro infinito cantoriano, que consideraremos no préximo
capliulo. O infinito dos racionais nfo exige, para sua definigdo
ou uso, quaisquer classes infinitas ou inteiros infinitos. Nio €, na
realidade, qualquer nogio importante e nds a poderiamos des-
prezar inteiramente se houvesse algum objetivo em fazé-lo. O
infinito cantoriano, por outro lado, é da maior e mais funda-
mental importincia; seu entendimento abre o caminho para
campos inteitamentc novos da Matemdtica e Filosofia,

Observarse-d que somente o zeto ¢ o infinito, entre as
razdes, nio sio relacdes de um-para-um. Zero é uma relagdo
de um-para-muitos, e infinito € de muitos-para-um.

Nic hi dificuldade alguma em definir “maior” ¢ “menor”
entre as razoes ou (fracdes). Dadas duas razdes m/n e p/q,
diremos que m/# ¢ menor do que p/g se mg € menor do que
pn. Também ndo hd dificuldade alguma em provar que a relagéo
“menor do que”, assim definida, ¢ serial, de modo que as razdes
formam uma série em ordem de grandeza. Nessa série, zero € ©
menor termo e infinito € o maior. Se omitirmos zero ¢ infinito
dessa série, ndc mais havera qualquer menor razic e maior razao;
¢ Gbvio que se »r/n for qualquer razdo outra que ndo zeto ou
infinito, #/2# serd menor e 2m{n serd maior, embora nenhuma
seja zero ou infinito, de forma que #/»# ndo serd nem a menor
nem a maior razdo, ¢ portanto (quande zeto e infinito sdo
omitidos ) nio havera nenhum menor de todos ou maior de todos,
porquanto #/#n foi escolhida arbitrariamente. Do mesmo modo,
podemos provar que por mais aproximadamente iguais que duas
fracdes possam ser, haverd sempre outras fragbes entre elas.
Consideremos as duas fracoes »/n e p/g, das quais p/g é a
maiot. FEntdo, € ficil ver {ou provar} que {(m+p} (rntq)
serd maior do que 7/# e menor do que p/q. Assim, a série das
l1azdes é uma série na qual ndo hd dois termos consecutivos,
havendo sempre outros termos entre guaisquer dois. Como hd
outros termas entre esses outros e assim por diante ed infinitum,
¢ 8bvio que hs um ndmero infinito de razdes entre duas quais-
yuer, por mais aproximadamente iguals que sejam essas duas.*

#  Estritamente falando, esse enunciado, assim como os que se
seguiem até ao fim do pardgrafo. envolve o que é chamado “axioma
do infinito™, gue serd discutida em capitulo posterior.
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Uma série que tenha a propriedade de haver sempre outros
termos entre dois quaisquer, de modo que ndo haja dois con-
secutivos, € chamada *“‘compacta”. Assim, as razdes em ordem
de grandeza formas uma série “compacta”. Tais séries tém
propriedades importantes, sendo interessante obsetvar que as
razGes oferecem uma instincia de uma série compacta gerada
de modo puramente légico, sem qualquer apelo ao espago ou
tempo ou qualquer outro dado empirico.

As razbes positivas e negativas podem ser definidas de
modo andlogo iguele pelo qual definimos os inteiros positivos
e negativos. Tendo primeiro definido a soma de duas razbes
m{n e p/q como sendo igual a (mg-+pn)/ng, definimos + p/q
como a relagio de m/n+p/q para m/n, onde m/n é uma razao
ql_jalquer; e —p/q &, naturalmente, o inverso de +p/g. Essa
ndo ¢ a dnica maneira possivel de definit as razdes positivas e
negattvas, mas a que, para a finalidade que temos em mira,
tem o mérito de ser uma adaptagio dbvia da maneira por nés
adotada no caso dos inteiros.

Passamos agora a uma extensio mais interessante da idéia
de nﬁmero, isto e, a extensdo do que ¢ chamado mimeros “reais”,
03 quais sao 2 espécie que abrange os irracionais. No capitulo I,
tivemos ocasifio de mencionar os “incomensurdveis” e sua desco-
berta por Pitdgoras. Foi através deles, isto ¢, da Geometria,
que se pensou pela primeira vez nos miimeros irracionais. Um
quadrade cujo lado tenha 1 centimetro de comprimento, tetd
uma diagonal cujo comptimento serd a raiz quadrada de 2 cen.
timetros. Mas, como descobriram os antigos, nfo héa fracio
alguma cujo quadrado seja 2. FEssa proposicdo € provada no
dfégimo livro de Euclides, que ¢ um daqueles livros que os cole-
giais pensaram ter sido felizmente perdidos nos dias em que
Euclides ainda era nsado como livio diddtico. A prova € extraot-
dlparlameme simples. Se possivel, admitamos que m/# seja a
raiz quadrada de 2, de modo que m?/n?=2, isto ¢, m*—2x".
Assim, »* ¢ um nlmero par, e, portanto, » devers ser par,
porque o quadrado de um nimero impar & impar. Mas se m
¢ par, m® deve ser divisivel por 4, porque se m=—2p, entdo
mP=d4p?,  Assim, devemos ter 4p*—2#% onde p é a metade
de m. Portanto, 2p*=n® ¢, por conseguinte, #/p serd também
8 raiz quadrada de 2. Mas, entdo, podemos repetir o argumento:
se n=124, p/gq também serd a raiz quadrada de 2, e assim por
diante, através de uma série infinita de nimeros que sio, cada
um deles, a metade de seu predecessor. Mas isso & impossivel;
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s¢ dividirmos um nimero por 2 e depois dividirmos a metade 20
meio ¢ assim por diante, deveremos atingir um nimero impat
apés um numero finitc de passos. Ou podemos apresentar o
argumento com maior simplicidade admitindo que a fragdo m/#
com que comecamos j4 se encontre em seus termos mais simples;
nesse caso, m € # Nao podem set ambos pares; no entanto,
vimos que se #°/n*=2 ambos o devem ser. Assim sendo, ndo
pode haver fragio m/n alguma cujo quadrado seja 2.

Portanto, nenhuma frago expressard exatamente O com-
primento da diagonal de um quadrado cujo lado tenha um cen-
timetro de comprimento, Isso parece um desafio lancado a
Aritmética pela natureza. Por mais que o aritmético se jacie
{como o fez Pitagoras) de seus conhecimentos sobre a poténcia
dos miimeros, a natuteza parece silencid-lo com a exibigio de
comprimentos que nenhum ndmero pode indicar em rermos
de unidade. Mas o problema nfo permaneceu nessa forma geo-
métrica. Assim que a Algebra foi inventada, o mesmo problema
surgiu ho tocante 3 solugdo de equagdes, embora tenha, entdo,
assumido mais ampla forma, pois também passou a envolver
ndmeros complexos,

E claro que podem ser encontradas fragdes que se apro-
ximem cada vez mais de ter o seu quadrado igual a 2. Podemos
formar uma série ascendente de frages tendo todas seus qua-
drados menotes do que 2, mas diferindo de 2 em seus membros
posteriores por menos do que qualquer quantidade predetermi-
nada. Equivale a dizer, supondo-se que eu escolha qualquer
quantidade de antemdo, digamos, um bilionésimo, constatar-se-a
que todos os termos de nossa série, apds um determinado termo,
digamos, o décimo, terdo quadrados que diferitdio de 2 por
menos do que essa quantidade. E se eu tivesse escolhide uma
quantidade ainda menor, poderia ter sido necessario avangar
mais na série, porém mais cedo ou mais tarde chegariamos a um
de seus termos, digamos, o vigésimo, apds o qual todos os
termos teriam quadrados diferindo de 2 por menos do que
essa quantidade ainda menor. Se nos dedicarmos a extrair a raiz
quadrada de 2 pela regra usual da Aritmética, obteremos uma
decimal intermindvel que, levada até um determinado nimero
de casas decimais, preenche exatamente as condi¢des acima. Po-
demos igualmente formar uma série descendente de fracdes
cujos quadrados sejam todos maiores do que 2, porém maiores
por quantidades continuamente menores &0 NOS aProXimarmos
de termos mais avangados da sétie, e diferindo, mais cedo ou
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mais tarde, por menos do que qualquer quantidade especificada.
Parecemos estar, dessa maneira, apertando um cerco em torno
da raiz quadrada de 2, e poderd parecer dificil crer que ela
nos escape permanentemente, Nao obstante, nic € por esse
método gque deveremos chegat realmente A raiz quadrada de 2.

Se dividirmos todas as razbes em duas classes, segundo o
critério de serem os seus quadrados menores do que 2 ou nio,
constataremos que, entre aquelas cujos quadrados #do sdc me-
notes do que 2, todas tém seus quadrados maiores do que 2.
Nao hé um miximo para as razdes cujos quadrados sejam
menores do que 2 nem um minimo para aquelas cujos quadrados
sejam maiores do que 2. Néo hd limite inferior algum, 2
exceg@o de 0, para a diferenga entre os nimeros cujos quadrados
$d0 um pouco menores do que 2 e aqueles cujos quadrados séo
um pouco maiores do que 2, Podemos, em suma, dividir todass
as razoes em duas classes tais que todos os termos de uma delas
sejam menores do que todos os da outra, ndo haja um méximo
para uma delas e ndo haja um minimo para a outra, Entre essas
duas classes, onde se deve situar /2, nada existe. Assim, o
nosso cerco, embora o tenhamos apertado ao méxime possivel,
foi apertado em torno do lugar errado e ndo captou /2,

O método acima, de dividir todos os termos de uma série
em duss classes, onde uma precede totalmente a outra, foi
levado is dltimas conseqiiéncias por Dedekind,* sendo, portanto,
chamado “corte de Dedekind”. Com respeito ac que acontece
no ponto de secgdo, hd quatro possibilidades: 1) pode haver um
méximo para a secgdo inferior e um minimo para a secgdo supe-
rior, 2} pode haver um maximo para uma e nenhum minimo
para a outra, 3) pode ndo haver méximo algum para uma, mas
haver um minimo para a outra, 4) pode nioc haver nem um
maximo para uma nem um minimo para a outra., Desses quatto
casos, o primeiro ¢ ilustrado por qualquer série onde haja termos
consecutivos: na série dos inteiros, por exemplo, uma secgdo
ir_lferior deverd terminar com algum nimero # e a secgdo supe-
rior deverd comecar com #+1. O segundo caso serd ilustrado
pela série das razdes se tomarmos para nossa secgio inferior
todas as razdes até 1, inclusive, e para nossa sec¢ao superior todsas
as razdes maiores do que 1. O terceiro caso é ilustrado se
tomarmos para nossa seccdo inferior todas as razdes inferiores

¥ Stetigheit und irrationale Zahlen, 2.2 ed., Brunswick, 1892,
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a 1 e para nossa secgdo superior todas as razdes de 1 para cima
{incluindo 1). O quarto caso, como vimos, € ilustrado se colo-
carmos em nossa seccio inferior todas as razdes cujos quadrados
sejam menotes do que 2 e em nossa secgdo superior todas as
razdes cujos quadrados sejam maiores do que 2.

Podemos desprezar o primeiro de nossos gquatra casos,
porquanto ele surge apenas nas séries em que ha termos conse-
cutivos. No segundo de nossos quatro casos, dizemos que o
méiximo da secqdo inferior ¢ o limite inferior da secgio superior,
ou de qualquer conjunto de termos tomados fora da secgdo su-
perior de tal forma que nenhum termo da secgdo superior
esteja antes de todos eles, No terceiro de nossos quatro casos,
dizemos que o minimo da sec¢do superior € o limite superior da
secgdo inferior, ou de qualquer conjunto de termos tomados
fora da secdo inferior de tal maneirza que nenhum termo da
secgio inferior esteja depois de todos eles. No quarto caso,
dizemos que hd uma “lacuna’”: nem a secgdo superior nmem a
inferior tem um limite ou um dliimo termo. Neste caso, po-
demos também dizer que temos uma ‘‘secgdo irracional”,
porquanto as secgBes das séries das razdes tém “lacunas” guando
correspondem a irracionais.

O que retardou a verdadeira teoria dos irracionais fol uma
crenca errbnea de que devia haver “limites” para as séries de
razdes. A nogio de “limite” & da mais alta importéncia e sera
bom defini-lo antes de prosseguirmos.

Diz-se que um termo x € um “limite superior” de uma
classe & com respeito a uma rela¢io P se 1) & ndo tem méximo
algum em P, 2) todo membro de & que pertence ao campo de
P precede x, 3) tode membro do campo P que precede x pre-
cede algum membro de a. (Por “precede” queremos dizer
“tem a relagio P com”.}

Isso pressupbe a seguinte defini¢iio de “méximo™:

Diz-se que um termo x ¢ um “‘miximo” de uma classe «

com respeito 3 relagio P se x ¢ um membro de @ ¢ do campo
de P e niio tem a relagio P com qualquer outro membro de .

Essas defini¢bes ndo exigem que 08 termos A0s quais se
aplicam sejam quantitatives. Por exemplo, dada uma série
de momentos de tempo arranjada segundo o critério de mais
cedo e mais tarde, seu “mdximo” (se € gue existe) serd o
Gltio dos momentos; mas se forem arranjados segundo o erité-
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rio de mais tarde e mais cedo, seu “mdximo” (se é que existe)
serd o primeiro dos momentos.

O “minimo" de uma classe com respeitc a P & o seu méximo
com respetto ao inverso de P; e o “limite inferior” com respeito
a F ¢ o limite superior com respeito ao inverso de P.

As nogdes de limite ¢ de médximo ndo exigem essencial-
mente gue a relagio com respeito i qual sdc definidas seja
serial, mas tm poucas aplicagdes importantes exceto nos casos
em que a relagdo seja serial ou quase-serial. Uma nogfio que €
freqitentemente importante € a de “'limite superior cu méximo”,
20 qual podemos dar o nome de “fronteira superior”. Assim, a
“fronteira supetior” de um conjunto de termos tomados fora
de uma série € o sen iltimo membro, se o conjunto tiver um
ultimo membro, e, caso contrério, é o primeiro termo depois
de todos eles, se houver tal termo. Se ndo houver nem um
miximo nem um limite, ndo haverd fronteira superior, A
“fronteira inferior” € o limite inferior ou minimo.

Voltando as quatro espécies de seccdo de Dedekind, vemos
que, no caso das trés primeiras espécies, cada seccio tem uma
fronteira (superior ou inferior, conforme o caso}, enquanto na
quarta espécie nenhuma secgdo tem uma [fronteira. também
claro que sempre que a seccdo inferior tenha uma fronteira
superior, a secgio superior terd uma fronteira inferior, No se-
gundo e terceito casos, as duas fronteiras sao idénticas; no
primeiro, sdo termos consecutivos da série.

Uma série é chamada “dedekindiana” quande toda seccao
tem uma fronteira, superior ou inferior, conforme o caso.

Vimos que a série das razdes na ordem de prandeza nio
¢ dedekindiana.

Por causa do hdbito de serem influenciadas pela imaginacio
espacial, as pessoas supuseram que as séries deviam ter limites
nOs casos em (ue parecia estranho ndo os terem. Assim, perce-
bendo nio haver limite racional algum para as razbes cujos
quadrados sdo menores do que 2, elas se permitiram “postular”
um limite frracional, que se destinava a preencher a lacuna de
Dedekind. No rrabalho acima mencionade, Dedekind estabele-
ceu o axioma de que a lacuna devia ser sempre preenchida,
isto €, que toda seccio devia ter uma fronteita. E por esse
motivo que as séries em que se verificam seu axioma sio cha-
madas “dedekindianas”. Mas hd um nimero infinito de séries
para as quais 0 axioma hio se verifica.
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O método de “"postular” o que queremos oferece muitas
vantagens; s3o gs tnesmas vantagens do roubo sobre o trahalho
honesto. Deixemo-las aos outros e prossigamos em nossa fai-
na honesta,

E claro que um corte de Dedekind irracional “representa”
de algum modo um irracional, A fim de nes utilizarmos disso,
Yue, para comecar, ndo ¢ mais do gque uma vaga impressao,
devemos encontrar algum meio de extrair dai uma definicio
precisa; e, para fazé.lo, devemos livrar a nossa mente da nogio
de que um irracional deve ser o limite de um conjunto de razdes.
Assim como as razbes cujo denominador € 1 ndo sfo idénticas a
inteiros, assim também os nidmeros racionais que podem ser
maiores ou menores do que irracionais, ou podem ter irracio-
nais como limites, ndo devem ser identificados com as razdes.
Temos de definir uma nova espécie de nimeros chamados
“nimeros reais”, dos quais alguns serdao racionais e alguns
irracionais. Os que sdo racionats “‘correspondem” a razdes, do
mesmo modo pelo qual a razdo #/1 corresponde a0 inteiro #;
mas n#o 520 3 mesima coisa gue as razdes. A fim de decidir o que
deverdo ser, observemos que um irracional € representado por um
corte irracional, e um corte € representado por sua sec¢do inferior.
Limiremo-nos a cortes nos quais a secgdo inferior nio tem mdximo
algum; neste caso chamaremos a secgdo inferior um ““segmento”.
Entdo, os segmentos que correspondem a razGes s3o os que consis-
tem de todas as razoes menores do que aquela i qual cotrespon-
dem, e que constitui a sua fronteira, enquanto os que representam
irracionais sdo os que ndo tém fronteira alguma, Os segmentos,
tanto os que t€m como 0s que nao tém fronteiras, sio tais que,
de quaisquer dois pertencentes a uma série, um deve ser parte do
outro; portanto, eles podem ser todos arranjados em uma série
pela relagio de todo e parte. Uma série na qual hd lacunas
dedekindianas, isto €, na qual hd segmentos que ndo tem fron-
teira alguma, dard surgimento a mais segmentos do que tem
termos, porquanto cada termo definird um segmento tendo
esse termo como fronteita, € entdo os segmentos sem fronteiras
serfio extras.

Estamos agora em situagio de poder definit nimero real
e nimero irracional.

Um “ntmero real” é um segmento da série de razdes em
ordem de grandeza.

Um “mimero irracional” é um segmento da série de razdes
que ndo tem fronteira alguma.

Numeros Racionats, REals 8 COMPLEXOS 73

Um “ntmero real racional” é um segmento da série e
razdes que tem uma fronteira.

Assim, um mimero real racional consiste de todas as razdes
menotes do que certa razio, e ¢ o nimero real racional corres-
pondente aquela razio. O numero real 1, por exemplo, é 4
classe das fragdes préprias.

Nos casos em gue naturalmente supusemos que um numeto
irracional devesse ser o limite de um conjuato de razdes, a ver-
dade é que ele é o limite do conjunto de mimeros reais racionais
correspondentes na série de segmentos ordenados pela relagio
de todo e parte. Por exemplo, /2 € o limite superior de todos
os segmentos da série de razdes que correspondem a razdes cujos
quadrados sio menores do que 2. Mais simplesmente ainda,
/2 é o segmento consistindo de todas as razdes cujos qua-
drados sdo menotres do que 2.

E facil provar que a série de segmentos de qualquer série
¢ dedekindiana. Porque, dado qualquer conjunto de segmentos,
sua fronteira serd sua soma légica, isto &, a classe de todos os
termos que pertencem a pelo menos um segmento do conjunto.*

A definicio de niimeros reais acima ¢ um exemplo de
“construgio’ em contraste com “‘postulagio”’, de que tivemos
outro exemplo na definigio de nimeros cardimais. A grande
vantagem desse método estd em ndo exigir nenhuma suposicao
nova, permitindo-nos proceder dedutivamente a partir do apa-
rato original da Logica.

Nio hé dificuldade alguma em definir adi¢do ¢ multiplica-
¢do para os numeros reais conforme acima definimos. Dados
dois nimeros reais [L ¢ v, cada um sendo uma classe de razdes,
tomemos qualguer membro de u e qualquer membro de v,
somando-os segundo a tegra para a adicdo de razdes. Fotnecemos
a classe de todas as somas obteniveis pela variagio dos membros
selecionados de @ e v. Isso d4 uma nova classe de razes,
sendo fécil provar que essa nova classe ¢ um segmento da série
de razbes. Definimo-la como a soma de L e v. Podemos enun-
ciar a definicio mais sinteticamente como se segue:

* Para um tratamenic mais completo da questao dos segmentos
e das relagdes dedckindianas, ver Frincipia Mathematica, vol. I1. * 210-
-214. Para um tratamentc mais completo dos nlimeros reais, ver thid.,
vol. II1. * 310 ss., e Principles of Mathematics, caps. XXXIIT ¢ XXXIV.
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A soma aritmética de dois nimeros reais é a classe das
somas aritméticas de um membro de um e um membro de
outro, escolhidos de todas as maneiras possiveis.

Podemos definir o produto aritméiico de dois mimeros
reais exatamente da mesma maneira, multiplicando um membro
de um por um membro de outro, de todas as maneiras possiveis.
A classe de razbes assim gerada € definida como o produto dos
dois nimeros reais. (Em todas essas defini¢bes, a série das ra-
z6es deve ser definida como excluindo zero e infinito.)

Nao h4 dificutdade alguma em estender nossas definicoes
40s numeros reals positivos € negativos e A sua adi¢io e multi-
plicago.

Resta dar a defini¢do de mimeros complexos.

Os nidmeros complexos, embora capazes de uma interpre-
1agdo geomérrica, ndo sfo exigidos pela Geometria da mesma
forma imperativa que os irracienais. Um ntimere “complexo”
significa um nimero envolvendo a raiz quadrada de um ndmero
negativo, seja ele inteito, fraciondrio ou real. Como o quadrado
de um niimero negativo ¢ positivo, um nimero cujo quadrado
deva ser negativo tem de ser um novo génere de ndmero.
Usando a letra 7, como a raiz quadrada de —1, qualquer ndmero
envalvendo a raiz quadrada de um ntmero negativo pode ser
expressado sob a forma x+yi, onde x e y sdo reais. A parte
yi € chamada parte “imagindria” desse némero, sendo % a
parte “real”. (A razdo para a expressio “mimetros reais” estd
em serem contrastados com os que sdo “imagindrics”.) Os
ndmeros complexos foram por muito tempo usados habirual-
mente pelos matemidticos, a despeito da auséncia de qualquer
defini¢do precisa.  Admitia-se simplesmente que eles obede-
cessem s regras aritméticas usuais, e o seu emprego, com base
nessa suposicio, foi vantajoso. Sdo menos necessirios 3 Geo-
metria do que 4 Algebra e i andlise. Desejamos, por exemplo,
poder dizer que toda equagio biquadrada tem duas rafzes e que
toda equagdo ctibica tem trés, e assim por diante. Mas se nos
limitamos aos nimeros reais, uma equacio como x*—+1=0
néo tem raizes, e uma equagic como x*—1—0 tem apenas uma.
Toda generalizagio de nimero apresentou-se primeiro como ne-
cesséria a algum problema simples: o5 mimeros negativos foram
necessdrios para gue a subtragio fosse sempre possivel, por-
yuanto, de outro modo, 4—# ndo teria sentido algum se a fosse
menor do que b; as fragGes se tornaram necessdrias para que
a divisdo fosse sempre possivel; e os mimeros complexos sio
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necessaTios para que a exiragio de raizes ¢ a solugdo de cqgacées
possam ser sempre e¢xeqiiveis. Mas as extensdes de nimero
nao sio criadas pela mera necessidade que se tenha delas: sao
criadas pela definicio, e é para a defini¢io dos ndmeros com-
plexes que devemos voltar agora a nossa atengio.

Um nimero complexo pode ser considerado e definido
como simplesmente um par de ndmeros reais. Aqui, como em
outros pontos, sdo possiveis muitas defini¢des. 86 se fa‘_»: neces-
sdrio que a definicio adotada conduza a certas propriedades.
No caso dos nimeros complexos, se eles sdo definidos come
pares ordenados de nuimeros reais, garantimos logo de uma vez
algumas das propriedades exigidas, a saber, as de que dois
niimeros reais s30 necessdrios para determinar um ndmero com-
plexo, de que entre estes podemos distinguir um pl’i‘mf.‘ll‘(.J e
um segundo, e de que dois nimeros complexos s sdo 1df:nlticos
quando o primeiro nimero real participe de um del:s é igual
ao primeiro participe do segundo, € o segundo igual a0 se-
gundo, O que ainda ¢ desejado pode ser garantido pela definigio
das regras de adi¢io e multiplicagdo. Devemos ter:

(xFy) (& +yH) = (DT +y )
{(x+yi) (X+57) = (xx'~—py" )+ {3y +2'y)i.

Assim, definiremos que, dades dois pares ordenados d‘e
mimeros reais, {x, y) e (x°, '), sua soma seri o par (x+x,
y+4') e seu produto serd o par (xx'—»y’, x3"+x'y). Com essas
definicdes garantiremos para os nossos pares ordenades as pro-
priedades que desejamos.  Por exemplo, tomemos o produto
de dois pares (0, ) ¢ (0, ). Esse produto serd, segundo a
regra acima, o par {—yy, 0). Assim, o quad_rado do par (0, 1}
setd o par (—1, 0). Mas os pares nos quais o segundoA termo
€ 0 sdo os que, de acordo com a nomenclatura usual, tém sua
patte imagindria igual a zero; na notagio x-yi, eles sao x+-04,
que ¢ natural escrever-se simplesmente x. Assim como € natura:]
{tmas erréneo) identificar com inteiros as razdes cujo denomi-
nrador ¢ a unidade, assim também € natural (mas errdneo)
identificar com nimeros reais os ndmeros compiexos_ cuja patte
imagindria ¢ zero. Embora isso seja um erro tedrico, € uma
convenitneia prética; “x+0i pode ser substituide simples-
mente por “x” e “0+43¢" por “yi", desde que nao nos esquega-
maos de que “x” ndo € realmente um ndmero real, mas um caso
especial de um nimero complexo. E, quando y € 1, “3” pode,

Y33 E

naturalmente, ser substituido por “¢’. Assim, o par (0, 1) ¢
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representado por ¢ € v par (—1, Q) ¢ representado por -—1.
Acontece que nossas regras de multiplicacao fazem o quadrado
de {0, 1) igual a {(—1, 0}, isto &, 0 quadrado de i é —1. Fra
isso o que desejdvamos garantir. Assim, as nossas definicdes
servem a todos os prapdsitos necessdrios,

E facil dar-se uma interpretacio geométrica dos nimeros
complexos na Geometria plana, Esse assunto foi agradavel
mente exposto por W, X. Clifford em seu Comimon Sense of
the Exact Sciences, um livio de grande mérito, porém escrito
antes de a importincia das definicdes puramente ldgicas ser
petcebida,

Os nimeros complexos de ordem superior, embora muito
menos useis e importantes do que os gue definimos, tém certos
usos, que ndo sao destituidos de importdncia, em Geometria,
como pode ser visto, por exemplo, na Universal Algebra do Dr.,
Whitehead, A definigio de mimeros complexos de ordem » &
obtida por uma extensdo cbvia da definicio que demos. De-
finimos um numero complexo de ordem » como uma relacio
de um-para-muitos cujo dominio consiste de certos némeros
reais € cujo dominio inverso consiste dos inteiros de 1 a #.*
Isso € o que seria ordipariamente indicade pela notacio (x,,
Xay Xz ... Xy), onde os sufixos denotam correlagio com os
inteiros usados como sufixos e a correlagio é de um-para-muitos,
ndo necessariamente de um-para-um, porque X, € ¥, podem ser
iguais quando r e 5 ndo sejam iguais, A definicio acima, com
uma regra aproptiada de multiplicagdo, servird a todos os pro-
pésitos para os quais os nimeros complexos de ordem superior
$30 necessarios,

Completamos agora a nossa apreciagao das extensdes de
nimeros que ndo envolvem o infinito. A aplicacio de nimero
a colegdes infinitas serd o nosso préximo assunto,

*

CE. Principles of Mathemalics, parag. 360, p. 379.

CAPITULO VIII

Numeros cardinais infinitos

A DEFINIGAQ DE NUMEROS CARDINAIS que demos no capitulo
II foi aplicada, no capitulo III, aos nimeros finitos, isto €, aos
nhmeros natarais comuns, A estes, demos o nome de “‘ndmeros
indutivos”, porque constatamos que devem ser definidos como
ndmeros que obedecem a indugdo matemitica partindo de 0.
Mas ainda n#o consideramos colecdes que ndo tém um ndmero
indutivo de termos, nem tampouco indagamos se se pode dizer
que tais cole¢bes tém um nimero, Trata-se de plroblem_a anti-
giifssimo que foi resolvido em nossos préprios dias, principal-
mente por Georg Cantor. No presente capitulo, tentaremos
explicar a teoria dos nimeros cardinais transfinitos ou infinitos
conforme ela resulta de uma combinagio de suas descobertas
com as de Frege sobre a teoria logica dos nimeros.

Nio se pode considerar certa a existéncia, de fato, de quas-
quer coleces infinitas no mundo, A suposi¢io de que existam
é o que chamamos “axioma do infinito”. Embora se imponham
virios modos que nos permitem esperar poder provar esse axio-
ma, hd razio para temer que sejam todos falazes € que ndo haja
motivo légico conclusivo algum para acreditarmos seja ele ver-
dadeiro. Ao mesmo tempo, nao hd, certamente, razio Iégic'a
alguma comtra as colegbes infinitas, estando nds, portanto, justi-
ficados, em Ldgica, ao investigarmos a hipétese de que tais
colegdes existem. A forma prdtica dessa hipotese €, para 0s nossos
propdsitos no momente, a suposigio de que, se # é um mimero
indutivo qualquer, » nio & igual a n+1. Virias sutilezas sur-
gem ao se identificar esta forma de nossa suposicdo com a
forma que assere a existéncia de cole¢des infinitas; mas dei-
xaremos tais sutilezas de lado até que, em capitulo posterior,
consideremos o axioma do infinito em si. No momento, admi.
liremos meramente gue, se # € um mimerc indutivo, # nio ¢é
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igual a #+1. Isso estd contido na suposigio de Peanc de que
ndo hd dois nimeros indutivos com um mesmo sucessor; pols,
se n—=n—+1, entdao #—1 e »# tém o mesmo sucessor, a saber, n.
Assim, ndo estamos admitindo coisa alguma que ndo estivesse
contida nas proposigGes primitivas de Peano.

Consideremos agora a colecio dos préprios nimeros indu-
tivos. Trata-se de classe perfeitamente bem definida. Em pri-
meiro lugar, um mimero cardinal é um conjunto de classes
que s2o, todas, similares entre si e ndo sdo similares a qualquer
outra coisa que ndo a elas proprias. Definimos, entdo, como
“nimeros indutivos” aqueles entre os cardinais que pertencem
& posteridade de 0 com respeito 4 relagio de » com #+1, isto €,
aqueles que possuem todas as propriedades possuidas por
0 e pelos sucessores dos que as possuem, significando “sucessor”
de # o nimero #+41. Assim a classe dos “nimeros indutivos”
estd perfeitamente definida. De acordo com a nossa definigio
geral de ndmeros cardinais, o nimero de termos da classe dos
nimeros indutivos deve ser definido como “rodas as classes
que sdo similares a classe dos nimeros indutives'” — isto €, este
conjunto de classes é o nitmero dos nimeros indutivos, de acordo
com as nossas definigBes.

Mas ¢ facil ver que esse nimeroc nio é um dos nimeros
indutivos. Se # for um ndmero indutivo qualquer, o mimero de
numercs de ¢ a # (ambos incluidos) sera #--1; portanto,
o nimero total de ndmeros indutivos é maior do que # pouco
importande quais nimeros indutivos » possa ser. Se arranjar-
mos os mimeros indutivos em uma série em ordem de grandeza,
essa série ndo terd um ultimo termo; mas se # for um nimero
indutivo, toda sétie cujo campo tiver # termos terd um dltimo
termo, como & ficil de provar. Tais diferengas podem ser
multiplicadas ad 6. Assim, ¢ niimero de numeros indutivos
¢ um novo ndmeto, diferente de todos eles, nio possuindo todas
as proptiedades indutivas, Pode acontecer que 0 tenha uma
determinada propriedade e que se # a tiver também a tenha
#+1, e que, no entanto, esse novo nimero nio a tenha, As
dificuldades que por tanto tempo retardaram a teoria dos nime-
ros infinitos foram em grande parte motivadas pelo fato de pelo
menos algumas das propriedades indutivas terem sido erronea-
mente consideradas como devende permanecer a todos os nime-
ros, na verdade, pensou-se que nio podiam ser negadas sem
contradigio. O primeiro passo para se entender os niimeros
infinitos consiste em se perceber o engano desse ponto de vista.
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A mais notdvel e desconcertante diferenga entre um nimero
indutivo e esse novo nimero é que este novo nimero nio se
aliera ao lhe ser adicionado 1 ou subtraido 1, ou ao ser elevado
ao dobro ou reduzido # metade ou ac ser submetido a gual-
quer de vidrias operagbes que consideramos tornar necessaria-
mente um ndmero maior ou menor. O fato de nao ser alterado
pela adicdo de 1 foi usado por Cantor para a definigdo do que
cle chama ndmeros cardinais “transfiniros”; mas, por vdrias
razoes, algumas das quais aparecerio com a continuagio, é me-
lhor definir um ndmero caedinal infinito como um nimero que
ndo possui todas as propriedades indutivas, isto €, simplesmente
como um numero que ndo é um ndmero indutivo. Nao obstante,
a propriedade de ndo ser alterado pela adicio de 1 ¢é muito
importante ¢ devemos demorar-nos nela por algum tempo.

Dizer que uma classe tem um nimero que ndo se alrera pela
adicao de 1 ¢ o mesmo que dizer que, se tomarmos um termo x
que ndo pertenga A classe, poderemos encontrar uma relacio de
um-para-uw cujo dominio € a classe e cujo dominie inverso &
obtido pela adicio de x & classe. Porque, nesse caso, a classe
¢ similar 4 adi¢io dela propria com o termo x, isto ¢, a uma
classe com um termo extra; de modo que ela tem o mesmo
nimere que uma classe com um termo extra, €, se 2 for
esse niimero, teremas #=»—+1. Neste caso, também deveremos
ter m=#-—1, isto ¢, haverd rela¢ces de um-para-um cujos do-
minios consistem de toda a classe e cujo dominio inverso con-
siste de toda a classe menos um termo. Pode-se mostrar que os
CA505 ©m que Isso acontece A0 05 MESMOS que Os C4sO§ aparen-
temente mais gerais nos quais alguma parte (menor do que o
todo) pode ser colocada em relagao de um-para-um com o todo.
Quando isso pode ser feito, pode-se dizer que o correlacionador
pela qual € feito “reflete” toda uma classe em uma parte de si
mesma; por essa razio tals classes serdo chamadas “reflexivas”,
Assim;

Uma classe “reflexiva” € aquela que é similar a uma parte
prépria de si mesma. (Uma “parte prépria”™ € uma parte mencr
do que o wdo.) Um nimero cardinal "reflexivo” & o nimero
cardinal de uma classe reflexiva.

Temos de considerar agora a propriedade de reflexiva.

Uma das instdncias mais impressionantes de uma “refle-
x20” ¢ a ilustragin de Royce do mapa: ele imagina ter ficado
decidida a confecgio de um mapa da Inglaterra sobte uma parte
da superficie da Inglaterra. Um mapa, caso seja preciso, tem
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uma correspondéncia de um-para-um perfeita com o original;
assim, o mapa a que nos referimos, que ¢ uma parte, tem uma
relagio de um-para-um com o todo e deve conter o mesmo
mimero de pontos gque o todo, o qual deve, portanto, ser
um nimero reflexivo, Royce estd interessado no fato de o mapa,
caso correto, dever conter vm mapa do mapa, o gqual, por sua
vez, deverd conter um mapa do mapa do mapa, e assim por
diante ad infinitum. Esse ponto € interessante, mas nao precisa
ocupar a nossa atengio no momento, Na verdade, andaremos
bem passando de ilustracdes pitorescas para as que sejam mais
completamente definidas, e, com esse propdsito, ndo podemos
fazer nada melhor do que considerar a série numérica em si.

A relacio de # para #+1 confinada aos mimeros indutivos,
¢ de um-para-um, tendo para seu dominio o todo dos nimeros
indutivos, e todos, exceto 0, para seu dominio inverso. Assim,
toda a classe dos nimeros indutivos ¢ similar aquilo que ela
se torna guando omitimos o 0. Conseqilentemente, ela ¢ uma
classe “reflexiva” de acordo com a defini¢o, ¢ o mimero de
seus termos é um nimero “‘reflexivo”. Do mesme modo, a
relagio de n para 2a, confinada aos nimeros indutivos, € de
um-para-um, tem todos os niimeros indutivos para seu dominio
e somente os nimetos indutivos pares para seu dominio inverso.
Portanto, o nimero total de nimeros indutivos é o mesmo que
o nimero dos nimeros indutivos pares. Essa propriedade foi
usada por Leibniz (e muitos outros) como uma prova de que
os nimeros infinitos sdo impossiveis; julgou-se autocontraditério
que “a parte fosse igual ao todo”. Mas essa frase ¢ uma das que,
para secrem plausiveis, dependem de uma vaguidade desper-
cebida: a palavra “igual” tem muitos significados, mas, se for
considerada como significande o que chamamos “similar”, nao
haverf contradigio alguma, porquanto uma cole¢io infinita pode
perfeitamente bem ter partes similares a ela prépria. Os que
consideram isso impossivel atribuiram aos nimeros em geral,
via de regra inconscientemente, propriedades que sé podem ser
provadas por indu¢do matemdtica e que somente sua familiari-
dade nos faz, erroneamente, consideri-las verdadeiras além da
regido do finito.

Sempre que possamos ‘‘refletir’” uma classe em uma parte
de si mesma, 2 mesma relagio necessariamente refletird essa
parte em uma parte menor, ¢ assim por diante ad infinitum.
Por exemplo, podemos, como acabamos de ver, refletir todos
os ndmeros indutivos nos nimeros pares; podemos, pela mesma
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relagao (a de # para 2x), refletir os nimeros pares nos multi-
plos de 4, estes nos miltiplos de §, e assim por diante. Tra
ta-se de andlogo abstrato do problema do mapa de Royce. Os
nimeros pares sio um “mapa’ de todos os nimeros indutivos;
os multiplos de 4 sdao um mapa do mapa; os miltiplos de 8
5&0 um mapa do mapa do mapa, € assim por diante. Se tivés-
semos aplicado o mesmo processo 4 relagio de # para #+1, o
nosse “‘mapa” teria consistido de todos os mdmeros indutivos
exceta O; o mapa do mapa teria consistido de todos eles de
2 em diante, o mapa do mapa do mapa, de todos de 3 em
diante e assim sucessivamente. A principal utilidade de tais
ilustragdes € produzir a familiarizagdo com a idéia de classes
reflexivas, de modo gue proposi¢des aritméticas aparentemente
paradoxais possam ser prontamente traduzidas na linguagem das
reflexBes e classes, na qual o aspecto de paradoxo é muito menor.

Serd vitil darmos uma definigio do nimero que é o nimero
dos cardinais indutivos. Com essa finalidade, definitemos pri-
meiro a espécie de série exemplificada pelos cardinais indutivos
em ordem de grandeza. A espécie de série que € chamada uma
“progressao” j4 foi considerada no capftulo I, E uma série que
pode ser gerada por uma relagio de consecutividade: todo
membro da série tem de ter um sucessor, mas teri de haver
apenas um que no tem predecessor, ¢ todo membro da série
tem de estar na posteridade deste termo com respeito a relagio
“predecessor imediato”. Essas caracteristicas podem ser con-
densadas na seguinte definicdo:*

-

Uma “progressdo™ é uma relagio de um-para-um tal gue
existe apenas um termo pertencente ao dominio, mas ndo ac
deminio inverso, e o dominio ¢ idéntico A posteridade desse
termo,

E ficil ver que uma progressio, assim definida, satisfaz
a0s cinco axiomas de Peano, O termo pertencente ac dominio,
mas ndo a0 dominic inverso, serd o que ele chama “0”; o ter-
mo com o qual um termo tem a telagio de um-para-um serd o
“sucessor” do termo; e o dominio da refagio de um-para-um
serd o que ele chama “nimero”. Tomando seus cinco axiomas
na ordem, temos as segaintes traducdes:

1) “0 é um nimero” torna-se: “Q membro do dominio

-

que nio € um membro do dominio inverso é um membro do

L]

Ci. Principia Mathematica, vol. 11. * 123.
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dominio”, Isso é equivalente 2 existéncia de 1al membro, que €
dado em nossa definigdio, Chamaremos a esse membro “pri-
meiro termo’,

2) “O sucessor de qualquer nimero € um ndmero” torna-
_se: “0 rermo com o qual um determinado membro do deminio
tem a relacio em questio € novamente um membro do dominio™.
Isso ¢ provado como se segue: De acordo com a definicdo, todo
membro do dominic ¢ um membro da posteridade do primeiro
termo: portanto, o sucessor de um membro do dominio deve ser
um membro da posteridade do primeirc tempe (porque a poste-
ridade de um termo sempre contém seus proprios sucessores,
de acordo com a definicio geral de posteridade}, €, portanto,
um membro do dominio, porque de acordo com a definigdo, a
posteridade do primeiro termo € a mesma que a do dominio.

3) “Nio h4 dois nimeros com um mesmo sucessor . Isso
¢ 0 mesmo que dizer que a relagio € de um-para-muitos, o que
de fato ela é por definicio (por ser de um-para-um}.

4) “0 niio é o sucessor de nimero algum” torna-se: “O
primeiro termo ndo ¢ um membro do dominio inverso”, o que
¢, novamente, um resultado imediato da definigio.

5) Este axioma ¢ a afirmagio da indugio matemdtica, e
se torna: “Todo membro do dominio pertence 4 posteridade do
primeire termo”, o que foi parte de nossa definicdo.

Assim, as progressdes, conforme nés as definimos, tém as
cinco propriedades formais das quais Peano deduz a aritmética.
E ficil mostrar que duas progressdes sao “‘similares” no sentido
definido para similaridade de relagdes no capitulo VI. Podemos,
nataralmente, derivar uma relacio que é serial da relagio de
um-para-um pela qual definimos uma progressdo: o© método
usado € o que foi explicads no capitulo 1V, ¢ a relacho ¢ a de
um termo patz um membro de sua posteridade propria com
respeito a relagio de um-para-um original.

Duas relacdes transitivas assimétricas que geram progres-
sBes sdo similares pelas mesmas razdes por gue as relacdes de
um-paraum correspondentes sio similares. A classe de todos
estes geradores transitivos de progressdes € um “nimero serial”
no sentido apresentado no capitulo VI; €, na verdade, o menor
dos ndmeros seriais infinitos, o nimero ao qual Cantor deu a
designacio w, com a qual ele o tornou famoso.

Mas estamos, no inomento, interessados nos mimetos car-
dinais, Como duas progressdes sio relagbes similares, segue-se
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que seus dominios {ou seus campos, que s30 a mesma coisa que
seus dominios} sdo classes similares. Os dominios das pro-
gressoes formarma um némero cardinal, porquanto se pode provar
facilmente que toda classe que é similar ao dominio de uma
progressdo ¢, ela prépria, o dominio de uma progressio. Esse
nimero cardinal é o menor dos nimeros cardinais infinitos; €
aquele que Cantor designou pela letra hebraica aleph com o
sufi':m “0”, para distingui-lo de cardinais infinitos maiores, os
quais tém outros sufixos, Assim, o nome do menor dos cardi-
nais infinitos é ¥N,.

Dizer que uma classe tem ¥, termos é o mesmo que dizer
que ela é um membro de ¥, e isto equivale a dizer que os
rpembl':os da classe podem ser arranjados em uma progressio.
E (_Sl:zvlo que uma progressio permanece uma progressio se dela
omitimos um nimere finito de termos, ou um sim e um ndo, ou
todos exceto cada décimo ou cada centésimo termo. Esse méto-
do de reduzir uma progressio ndo faz com que ela cesse de
ser uma progressdo, e, porianto, nio diminui o némero de seus
termos, gue continua sendo ¥ ,. Na verdade, qualquer selecdo
de uma progressio é uma progressic se ndo tem um ultimo
termo, por mais esparsamente que possa ser distribuida, , Tome-
mos (digamos) os termos indutivos da forma #" ou #* . Tais
nimeros se vio tornando muito raros nas partes superiores das
séries numéricas €, no entanto, hd tantos deles quantos sio os
nfimeros indutivos conjuntamente, a saber, ¥,.

) Inversamente, podemos adicionar termos aos nimeros
indutivos sem aumentarmos o seu niimero. Vejamos, por exem-
plo, as razdes. Poderemos estar inclinados a pensar que deva
ha}rer muito mais razées do que inteiros, porquanto as razdes
cujo denominador ¢ 1 correspondem a inteiros ¢ parecem serem
apefias uma proporgio infinitesimal de razdes. Mas na realidade
o nimero de razdes {ou fragdes) é exatamente o mesmo que o
niémero de nimeros indutivos, a saber, R, Isso é facilmente
visto arranjando-se as razdes em uma série de acordo com o
seguinte plano: Se a soma do numerador com o denominador
de uma for menor do que a da outra, coloquemos a primeira
antes da outra; se a soma for igual nas duas, coloquemos primei-
ro a que tenha o numerador menor, Isso nos dd a série:

1,1/2,2,1/3,3,1/4,2/3,3/2,4,1/5, ...
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Essa série ¢ uma progressiao, e todas as razdes ocotrem
nela mals cedo ou mais tarde. Portanto, podemos arranjar
todas as razdes em uma progressdo ¢ seu numeto €, portanto,

nl)-

Nio se d4, contudo, o caso de rodas as coleg@es infinitas
terem ¥, termos. O mimero de nimeros reais, por exemplo,
¢ maior do gue N,; ele & na verdade, 2 ¥°, ndo sendo dificil
provar que 2" é maior do que # até mesmo quando # ¢ infinito,
A maneira mais féci! de provar isso é provar, primeiro que, se
uma classe tem # membros, ela contém 2™ subclasses — em
outras palaveas, que hd 2" maneiras de selecionar alguns de
seus membros (inclusive o5 casos extremos em que selecionamos
todos ou nenhum); e, segundo, que o nimero de subclasses
contidas em uma classe é sempre maior que o nimero de mem-
bros da classe. Dessas duas proposicdes a primeira € familiar
no caso dos nimeros finitos, ndo sendo dificil estendé-la aos
ndmeros infinitos. A prova da segunda é tdo fdcil e instrutiva
que a apresentaremos.

Em primeiro lugar, é claro que o mimero de subclasses de
uma determinada classe (dipamos o) é pelo menos thc grande
quanto o nimero de membros desta, porquanto cada membro
constitni uma subclasse e temos, assim, uma correlagao de todos
os membros com algumas das subclasses. Segue-se que, se o
nimero de subclasses nio é igual ac mimero de membros, deve
ser maior. Porém ¢ facil provar que o mimerc ndo € igual mos.
trando-se que, dada qualquer relagio de um-para-um cujo domi-
nio sdo os membros € cujo dominio inverso estd contido entre
o conjunto de subclasses, deverd haver pelo menos uma sub-
classe que ndo pertenca ao dominio invetso. A prova € a se-
guinte:* Quando ¢ estabelecida uma correlagdo R de um-para-
-um entre todos os membros de & e algumas das subclasses,
pode ocorrer que um determinado membro x esteja correlaciona-
do com uma subclasse da qual ele seja um membro; ou, ainda,
pode suceder que x esteja cotrelacionado com uma subclasse da
qual ele nio seja um membro. Formemos toda a classe (di-
gamos f) dos membros x que estdo correlacionados com sub-
classes das quais eles ndo sejam membros. Essa classe serd uma
subclasse de ¢ e ndo estd correlacionada com membro algum
de . Porque, tomando-se primeirc os membros de f, cada

* Essa prova ¢ tirada de CanrTor, com algumas simplificagbes ver
Jahvesberichy der dentschen Mathematiker -Vereinigung, 1. (1892), p. 77.
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um deles estd (pela definigio de B) correlacionado com alguma
subclasse da qual ndac ¢ um membro, ndo estando, portanto,
correlacionado com §. Tomando-se, a seguir, os termos que ndo
sdo membros de B, cada um deles estd (pela definicio de B)
correlacionado com alguma subclasse da gqual € um membro,
também ndo estando, portanto, correlacionado com B.  Assim,
nenhum membro de o estd correlacionado com B. Como R €
gualguer correlacio de um-para-um de todos os membros com
algumas subclasses, segue-se, entdo que ndo hd correlagio algu-
ma de todos os membros com redas as subclasses, Nao importa,
para a prova, se 3 ndo tem membro algum: tudo o que acontece,
no caso, € que a subciasse que se mostra ser omitida € a classe
vazia, Desse modo, o nimero de subclasses ndo €, em qualquer
caso, igual ao mimero de membros, €, portanto, de acorde com
o que foi dito antes, ¢ maior. Combinando isso com a propo-
sicao de que, se # € o ndmero de membros, 2" é sempre maior

k3

do que », até mesmo quando # € infinito.

Segue-se dessa proposigio que ndo hd um méximo para os
nmimeros cardinais infinitos, Por maior que seja um nimero
infinito #, 2" ainda serd maior do que ele. A aritmética dos
ndmeros infinitos € surpreendente enquanto ndo se fica acos-
tumado a ela. Temos, por exemplo:

no+1= am
N,+#— N,, onde » é gualquer nimero indutivo,

xoz = HQ'

(Isso se segue do caso das razbes, uma vez que uma tazdo ¢
determinada por um par de némeros indutivos, ¢ fdcil ver que
o nimero de razdes ¢ 0 quadrado do mimero de nimeros indu-
tivos, isto &, R, mas vimos que também & R,.)

R,"= X, onde # € qualquer nimero indutivo.
(Isso se segue de Mo®= R ,, por indugio, porque se ¥,"— Ko,
entio N, = ®o= No.)
Mas 2 Fos o w,,

~ De fato, como veremos depois, 2%¥° ¢ um nimero muito
mportante, isto €, o nimero de termos de uma série que tem
“continuidade” no sentido em que essa palavra € usada por
Cantor. Admitindo-se que o espago e ¢ tempo sejam continuos
nesse sentido {como se faz compmente em Geomettia Analitca
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e Cinemdtica), esse serd o ndmero de pontos no espaco ou de
instantes de tempo; também serd ¢ niimero de pontos em qual-
quer porgdo finita do espago, seja ela uma linha, uma drea ou
um volume. Depois de X, 2%0 & o mais importante ¢ inte-
ressante dos nimeros cardinais infinitos.

Conquanto a adicdo € a multiplicagdo de ndmeros cardinais
infinitos sejam sempre possiveis, a subtragio e a divisio ndo
mais ddo resultados definidos, ndo podendo, portanto, ser em-
pregadas como na Aritmética elementar. Vejamos a subtragdo,
para comegar: enguanto o nimero subtraido for finito, tudo
ird bem; se o outro ndmero for reflexivo, tudo permanecerd
inalterado. Assim, Wo—#— N, se # € finito; até ai, a subtra-
¢io dd um resultado perfeitamente definido. Mas o mesmo ndo
se di quando subtraimos W, de si mesmo; podemos obter
entio qualquer resultado de 0 aié N,. Isso & facilmente visto
em exemplos. Tirem-se dos némeros indutivos as seguintes
colegbes de N, termos:

1} Todos os nimeres indutivos—resto, zero.

2} Todos os ntmeros indutives de # em diante—resto, os
nimeros de 0 a #—1, compreendendo ao todo # termos.

3) Todos os nimeros impares—resto, todos os nimeros
pares, compreendendo ¥, termos.

Tudo isso sdo maneiras diferentes de subtraic X, de
R, € todas dio resultados diferentes.

No que diz respeito 4 divisdo, sdo produzidos resultados
muito simifares em consegiiéncia do fato de N, ndo se alterar
guando multiplicado por 2 ou 3 ou qualquer mimero finito »
ou por R, Seguese que X, dividido por X, pode ter gualguer
valor de 1 até NW,.

Da ambigiidade da subtracdo e diviséo resulta que os nime-
10s nepativos e as razbes nao podem ser estendidas aos nimeros
infinitos. A adicio, a multiplicagio e a exponenciagio se proces-
sam bem satisfatoriamente, mas as operagdes inversas — sub-
tragio, divisio e extracio de rafzes — s3o ambiguas, e as nogdes
que delas dependem falham em se tratando de nimeros infinitos.

A indugio matemitica é a caracteristica pela qual defini-
mos finitude, isto €, definimos um ntmero como finito quando
ele obedece 3 indugio matemdtica comecando de zero, e uma
cJasse como finita quando o seu nimero € finito. Essa defini¢io
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acarreta o género de resultado que se deve esperar de uma
definicao, a saber, o de que os nimeros finitos s3o aqueles que
ocorrem na série numérica comum, 0, 1, 2, 3, ... Mas, no
presente capitulo, os ndmeros infinitos que discurimos revela-
ram-se ndo apenas meramente n#o-indutivos, mostraram-se
também reflexivos. Cantor usou a reflexibilidade como definicdo
de infinito, acreditando-a equivalente 4 nic-indutividade: equi-
vale a dizer, acreditava que toda classe e todo cardinal fossem
ou indutivos ou reflexivos. Isso pode ser verdadeiro, e pode
mui possivelmente ser capaz de prova; mas as provas até agora
oferecidas por Cantor e outros (inclusive por este autor em
dias passados) sdo falazes por razdes que serio explicadas
yuando considerarmos o “axioma multiplicative”. No momento,
nfo se sabe se hd classes ¢ cardinais que nfic sejam reflexivos
nem indutivos. Se # fosse tal cardinal, nio terfamos n=n+1,
mas # n&o seria um dos “nimercs naturais” e seria carente de
algumas das propriedades indutivas, Todas as classes infinitas
e todos os cardinais infinitos cowbecidos siao reflexivos; mas
por enquanto ¢ bom preservarmos a mente aberta quanto a
haver exemplos, até agora desconhecidos, de classes ¢ cardinais
que ndo sao reflexivos nem indutivos. Entrementes, adotamos
as seguintes definigdes:

Uma classe ou um cardinal finitos sio aqueles indutivos.

Uma classe ou um cardinal infinifos sio aqueles nao-indu-
tivos, Todas as classes e todos os cardinais reflexivos sio infini-
tos, mas nao se sabe no momento se todas as classes e todos
os cardinais infinitos sdo reflexivos. Voltaremos a esse assunto
no capfrule XIT.



CAPITULO IX

Séries infinitas e ordinais

UMA “SERIE INFINITA” pode ser definida como uma série
tujo campo € uma classe infinita. Jd4 tivemos ocasiio de con-
siderar uma espécie de sérle infinita, a saber, as progressdes.

Neste capitulo, consideraremos o assunto de modo mais geral.

A caracter{stica mais notdvel de uma série infinita & o
fato de o seu nimero serial poder ser alterado pelo mero re-
arranjo de seus termos. A esse respeito, hd certa oposicio entre
os nameros cardinais e seriais. E possivel mantetr-se o ntimero
cardinal de uma classe reflexiva inalterado 2 despeito de se adi-
cionar termos 2 ela; por outro lado, é possivel alterar o ndmero
serial de uma sétie sem acrescentar ou subtrair quaisquet termos,
pelo mero rearranjo, Ao mesmo tempo, também € possivel
no caso de qualquer série infinita, como acontece aos cardinais,
adicionar termos sem alterar o niimero serial: tudo depende da
maneira pela qual eles sio adicionados.

Para tornar as coisas ‘mais claras, serdi melhor comecarmos
com exemplos. Consideremos primeiro vérias espécies diferentes
de séries que podem ser estruturadas com nimeros indutivos
arranfados segundo vdrios planos, Comecamos com a série:

1, 2,3, 4, ... n,

que, como ja vimos, representa o menor dos nlimeros seriais
infinitos, o géneto que Cantor chama w. Passemos a reduzir
essa série efetuando a operagio de remover para o fim do pri-
meiro ndmero par que ocorra. Obtemos assim, em sucessdo,
as varias séries sepuintes:

1,3, 4,5 ...n ... 2,
1,3,56, ... 41, ... 2, 4,
1,3,5 7, ... #+2, ... 2, 4,6,
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¢ assim por diante. Se imaginarmos esse processo levado téo
longe quanto possivel, atingiremos finalmente a sétie:

1,357, .. 2n+1, ... 2,4,6,8, ... 21, ...,

na qual temos primeiro os nimeros impares ¢ depois todos os
nameros pares.

Os ntimeros seriais dessas virias séries sio w1, w42,
w+3, ... 2w. Cada um desses nimeros é “maior” do que
qualquer um de seus predecessores no seguinte sentido:

Diz-se que um mimero serial é “maior” do que outro se
qualquer série que tenha o primeiro mimero contém uma parte
que tenha o segundo néimero, mas nenhuma série que tenha o
segundo nimero contém uma parte que tenha © primeiro mimero.

Se compararmos as duas séries:

1,23, 4, ...n, ...
1,3, 4,5 ... 241, ... 2,

vetemos que a primeira é similar a parte da segunda que omite
o dltimo termo, a saber, o nimero dois, mas a segunda nio ¢é
similar a parte alguma da primeira. {Isso € ébvio e facilmente
demonstrdvel.} Assim, a segunda série tem um nimero serial
maior do que o da primeira, de acordo com a defini¢do, isto &,
w+1 é maior do que w. Mas se adicionarmos um termo ao
comeco de uma progressao em vez de acrescentd-lo ao final,
ainda temos uma progressdo. Assim, 1+w—w. Portanto, 14w
ndo ¢ ipual a w1, Isso & caracteristico da aritmética-relagdo
em geral: se p e v sdo dois numeros-relagio, a regra geral ¢
que p+v nio ¢ igual a v4p. O caso dos ordinais finitos,
em que hd igualdade, ¢ assaz excepcional.

A série que finalmente atingimos agora mesmo consistia
primeiro de todos os nimeros impares, depois dos ndmeros
pares, ¢ seu nimero serial ¢ 2w. Esse nimero é maior do que
w ou w+#, no qual # ¢ finito. Cabe observar que, de acorde
com a defini¢io geral de ordem, cada um desses arranjos de
inteiros deve ser considerado resultante de alguma relagio defi-
nida, Por exemplo, aquele que meramente remove 2 para o
fim sers definido pela seguinte relagio: “x e y sdo inteiros
finitos, e, ou vy € dois € x ndo € 2, ou entdo nenhum deles
€ 2 e x é menor do que "', Aquele que coloca primeiro todos
os impares e depois todos os nimeros pares é definido por:
“x e y sdo inteiros finitos, e, ou x € impar e y & par, ou x §é
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menor do que y e ambos sdo fmpares, ou ambos sio pares”,
Via de regra, nio nos daremos ao trabalho de apresentar essas
férmulas no futuro, mas o fato de que poderiam ser apresentadas
¢ essencial.

O ndmero que designamos por 2w, a saber, o ndmero de
uma série consistindo de duas progressdes, é por vezes designado
por w.2. A multiplicagdo, como a adiciio, depende da ordem dos
fatores: uma progressio de pares dd uma série como:

¥t Y1 Xo Yoo Xay Vi oo Xny Vayo ey

que €, em si, uma progressio; mas um par de progressdes di
uma série duas vezes mais longa do que uma progressio. E,
portanto, necessdrio distinguir entre 20 e w.2. O uso € varis-
vel, usaremos 2w para um par de progressoes € w.2 para uma
progressdo de pares, e essa decisio governa, natutalmente, a
nossa interpretacio geral de “a. " quando @ e f sdo nimeros-
-telagBes: “a.[3” terd de representar uma soma apropriadamente
construida de a relagdes, cada uma tendo B termos.

Podemos prosseguir indefinidamente no processo de triagem
dos nimeros indutivos. Por exemplo, podemos colocar primeiro
os nimeros impares, depois seus dobros, depois os dobros destes,
e assim por diante, Obtemos desse modo a série:

1,3,5,7,...;2,6,10, 14, ...; 4, 12, 20, 28, .. .;
8; 24) 40, 56, vy

da qual o nimerc ¢ w?, porquanto ela ¢ uma progressac de pro-
gressdes.  Qualquer das progressdes dessa nova série pode,
naturalmente, ser rarefeita como rarefizemos a nossa progressdo
original. Podemos prosseguir até w®, w?, ... w2, e assim por
diante; por mais que prossigamos, poderiamos ir sempre mais
adiante.

A série de todos os ordinais que pode ser obtida dessa
maneira, iste é, tudo o que pode ser obtido pela rarefagio de
uma progressdo, €, em si, mais longa do que qualquer série que
pode ser obtida pelo rearranjo dos termos de uma progressio,
{Isso ndo ¢ dificil de provar.) Pode-se mostrar que o mimero
cardinal da classe de tais ordinais é maior do que ¥,; € o
nimero a que Cantor chama R®,. O ndimero ordinal da série
de todos os ordinais que pode ser feita de um X,, tomados em
ordem de grandeza, ¢ chamado t3,. Assim, uma série cujo mime-
ro ordinal € w, tem um campo cujo nimero cardinal € ¥,.

SErIEs INFINITAS E ORDINALS 93

Podemos prosseguir de w; e ®, para w, ¢ ¥, por um pro-
cesso exatamente andlogo aquele pelo qual avangamos de w e
%, para w, ¢ ¥,. E nada hd que nos impega de avangar inde-
finidamente desse modo para novos cardinais € novos ordinais,
Nio se sabe se 2¥¢ ¢ igual a qualquer doscardinais da série dos
alephs. Nio se sabe sequer se ¢ a eles compardvel em grandeza;
que saibamos, pode ndo ser nem jgual mem maior nem menor
do que qualquer dos alephs. Essa questdo estd ligada ao axioma
multiplicativo, do qual trataremos mais tarde.

Todas as séries que vimos considerando neste capitulo sdo
as chamadas “bem ordenadas”. Uma série bem ordenada ¢
aquela que tem um comego e tem termos consecutivos, bem
COMOo UM termo proxino seguinte apds qualquer selecio de seus
termos, desde que haja gualquer termo apds a selegio. Isso
exclui, por outro lado, as séries compactas, nas quais hd termos
entre dois quaisquer, e também as séries que ndo tém um
come¢o ou nas quais hd partes subordinadas que ndo tém um co-
mego. A série dos inteitos negativos na ordem de grandeza,
nio tendo comeco, mas terminando com —1, ndo € bem orde-
nada; mas, tomada na ordem inversa, comegando com —I,
¢ bem ordenada, sendo, na realidade, uma progressio. A defi-
ni¢da €:

Uma série “bem ordenada” ¢ aguela na qual toda sub-
classe (exceto, naturalmente, a classe vazia) tem um primeiro
termo.

Um nfimero “‘ordinal” significa o niimero de relagio de

uma série bem ordenada. E, assim, uma espécie de mimerc
serial,

Aplica-se, entre as séries bem ordenadas, uma forma gene-
ralizada de indugio matemdtica. Uma propriedade poderd ser
dita “transfinitamente hereditdria” se, quando pertence a uma
certa sefecio dos termos de uma série, pertence iambém aos
sucessores imediatos destes, desde que estes tenham um sucessor.
Em uma série bem ordenada, uma propriedade transfinitamente
hereditdria pertencente ao primeiro termo da série pertence 2
série inteira. Isso possibilita provar muitas proposicdes relati-
vas 35 séries bem ordenadas, proposi¢bes essas que ndo sao
verdadeiras no tocante a todas as séries.

E ficil arranjar-se os nimetos indutivos em séries que ndo
sd0 bem ordenadas e até arranjé-los em séries compactas. Por
exemplo, podemos adotar o seguinte plano: considerem-se as
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decimais de 0,1 (inclusive) até 1 {inclusive), atranjadas em
ordem de grandeza. Elas formam assim uma série compacta;
entre duas guaisquer hi sempre um nimero infinito de outras.
A seguir, omitam-se 0 zero e a virgula de antes de cada um e
ter-se-4 uma série compacta consistinde de todos os inteiros
finitos, exceto os divisivels por 10. Se quisermos incluir os
divisiveis por 10 ndo havers dificuldade alguma; em vez de co-
megarmos com 0,1 incluiremos todas as decimais menores do que
I, mas, a0 removermos o zero ¢ a virgula, transferiremos para a
direita quaisquer zeros que ocorram no inicio da parte decimal.
Omitindo estes e voltando 20s que ndo tém zero algum no
comeqo da parte decimal, podemos enunciar assim a regra para
o arranjo de nossos inteiros: De dois inteiros que ndo comegam
com o mesmo algarismo, o que comega com o algarisme menot
vem primeiro, De dois gue comegam com o mesmo algaris-
mo, mas diferem no segundo algarismo, o que tem o segundo
algarlsmo menor vem primeiro, mas vindo antes de todo aquele
sem segundo algarismo algum, c assim por diante. De modo
geral, se dois inteiros concordam no tocante aos ptimeiros #
algarismos, mas ndo no tocantes ao {n-+1)* algarismo, vem
ptimeire aquele que ou nio tem o (#+1)" algarismo, ou tem o
{n+1)" algarismo menor do que o do outro. Essa regra de
arranjo dd, como o leitor poderd facilmente convencer-se, sur-
gimento a uma série compacta contendo todos os inteiros nio-
-divisiveis por 10. Sepue-se desse exemplo que é possivel cons-
truir séries compactas tendo ¥, termos. De fato, 4 vimos
que ha N, razdes e que as razdes em ordem de prandeza formam
uma série compacta; temos agui, assim, outro exemplo. Volta-
remos 2 esse assunto no préximo capitulo.

Todas as leis formals usuais de adigdo, multiplicagio e
exponenciagio s3o obedecidas pelos cardinais transfinitos, mas
somente algumas sdo obedecidas pelos ordinais transfiniros, e
aquelas que sao obedecidas por eles o sio por todos os niGmeros
de relagio. Por “leis formais usuais” queremos dizer o seguinte:

1. Lei comutativa:
a+p=Pp+un e aXf=PRXew.
II. Lei associativa:
(a+Bi+y=alB+t) e (axXBIXy=ax(B8Xv)
IIT. Lei distributiva:
a(Bty)=—aBtar.
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Quando ndo se verifica a lei comurativa, a forma acima da
lei distributiva deve ser distinguida da seguinte:

(B+y)a=Ba+ye.

Come veremos imediatamente, uma forma pode ser verda-
deira e a outra falsa.

IV. Leis da exponenciagio:

aﬁ . aTzaB'l'T’ m‘Y‘ 8 Y={aB)Y} [aB )’Y:aBY’

Todas essas leis se aplicam aos cardinais, sejam eles finitos
ou infinitos, e aos ordinais fimitos. Mas quando se trata de
ordinais infinitos, ou, de fato, dos nimeros de relagio em geral,
algumas delas se aplicam e algumas pdo. A lei comuiativa ndc
se aplica; a lei associativa se aplica; a lei distributiva (adotando
a convengfio que adotamos acima no tocante i ordem dos fatores
em um produto) se aplica sob a forma

(B+y)o=Batye,
mas ndo sob a forma

a(B-+y)=aBtay;
as leis exponenciais

B v B+ By By
o .o = e (u) =

ainda se aplicam, mas nfio a lei
L ¥
a B ==(af)
que estd, obviamente, ligada 2 lei comutativa para 2 multipli-
Cacao,

As definigbes de multiplicagdio e exponenciagio que estdo
pressupostas nas proposi¢des acima sao algo complicadas. O
leitor que desejar saber o que elas sio e como as leis acima sdo
provadas deve consultar o segundo volume de Prinmcipia Ma-
thematica, * 172-176.

A aritmética transfinita ordinal foi estabelecida por Cantor
em fase antetior i da aritmética ttansfinita cardinal por ter
vdrias aplicagdes técnicas matemdticas que o conduziram a ela.
Mas do ponto de vista da Filosofia da Matemdtica, é menos
importante ¢ menos fundamental do que a teoria dos cardinais
transfinitos, Os cardinais sdo essencialmente mais siroples do
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que os ordinais, constiruindo curioso acidente histdrico o fato
de terem por vez primeira aparecido como uma abstragio dos
outros, vindo apenas gradativamente a ser estudados por si.
Isso nio se aplica ac trabalho de Frege, no qual os cardinais,
finitos e transfinitos, foram tratados em completa independén-
cia dos ordinais; mas foi o trabalho de Cantor gue tornou o
mundo cdnscio do assunto, enquanto o de Frege permaneceu
quase desconhecido, sendo provdvel que principalmente por
causa da dificuldade de seu simbolismo. E os matemdticos, como
as demais pessoas, tém mais dificuldade em compreender ¢ usar
nogdes que sdo relativamente “simples” em sentido légico do
aue em manipular nogdes mals complexas que sio mais fami-
liares & sua prética ordindria. Por essas razdes, sé gradati-
vamente foi reconhecida a verdadeira importincia dos cardinais
em Filosofia Matemdtica. A importincia dos ordinais, con-
quanto de modo algum pequena, € nitidamente menor do que a
dos cardinais e estd em grande dose fundida com a do conceito
mais geral de nimeros de relagdo.

CAPITULO X

Limites e continuidade

CUNSTMOU-SE QUE A IMPORTANCIA do conceito de “'limite”
€, em Matemdrica, continuamente maior do que se pensava.
Todo o cdlculo diferencial e integral, na verdade, praticamen-
te tudo em Matemdtica superior depende dos limites, Supu-
nha-se antes que os infinitesimais estivessem envolvidos nos
fundamentos desses assuntos, mas Weierstrass mostrou ser isso
um erro: onde quer que se pensava ocorrerem infinitesimais,
o que realmente ocorre ¢ uwm conjunto de quantidades finitas
que tém zero como seu limite inferior. Costumava-se pensar que
o “limite” fosse uma nogdo essencialmente quentitativa, a sa-
bet, a nogdo de uma quantidade da qual outras se aproximavam
cada vez mais, de modo gue entre essas outras haveria algumas
diferindo delas por menos do que qualquer quantidade predetet-
minada. Mas na realidade a nocio de “limite” € puramente
ardinal, ndo envolvendo quantidade alguma (exceto por acidente,
quando a série do caso seja quantitativa). Um ponto dado em
uma linha pode ser o limite de um conjunto de pontos da linha,
sem que se faga necessdrio o emprego de coordenadas ou de
redicio ou de qualquer outra coisa quantitariva, O niimero
cardinal X, ¢ o limite (na ordem de grandeza) dos ndmeros car-
dinais 1, 2, 3, ... #, ..., embora a diferenca numérica entre
R . e um cardinal finito seja constante e infinita: do ponto
de vista quantitativo, os nlmeros finitos nfio se aproximam de
R, ac se tornarem maiores. O que torna ¥, o limite dos
mimeras finitos € o fato de, na série, ele vir imediatamente
depois destes, o que constimi um faro ordinal ¢ nio um fato
quantitativo,

H4 védrias formas de nogio de "“limite”, de complexidade
crescente. A mais simples e mais fundamentsl, da gual resultam
as demais, j4 foi definida, mas repetiremos aqui as definiges
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que a ela nos conduziram, em uma forma geral ma qual as _defi-
ni¢des nio exigem que a relagio envolvida seja serial. Eis as
definicoes:

Os “minimos” de uma classe & com respeito a uma relagdo
P s@o os membros de « e do campo de P (se existirem) com os
quais nenhum membro de o tem a relagio P.

Os “mdximos” com tespeito a P sfo os minimos com
respeito ao inverso de P.

Os “conseqiientes” de uma classe o com respelio a uma
relacio P sdo os minimos dos “sucessores’ de &, e os “sucesso-
ves” de o sio os membros do campo de P com o0s quais todo
membro de uma parte comum de « e do campo de P tem a
relagio P.

Os “precedentes” com respeito a P sdo os conseqientes
com respeito ao inverso de P.

Os “limites superiores” de @ com respeito a P sdo os con-
seqiientes, desde que o nao tenha mdximo algum; mas se @
tem um méximo, entdo ndo tem limite mdximo algum.

Os “limites inferiores” com respeito a P sdo os limites
superiores com respeito o inverso de P.

Sempre que P tenha conexidade, uma classe poderd ter no
méximo um méximo, um minimo, um conseqiente etc. Assim,
nos casos em que estamos interessados na pratica, podemos falar
de “o limite" {se houver algum).

Quando P ¢ uma telagdo serial, podemos simplificar gran-
demente a definigdio acima de limite. Podemos, nesse caso,
definir primeiro a “fronteira” de uma classe e, isto €, seus
limites ou méximo, e depois passar a distinguir o caso no qual a
fronteira ¢ o limite daquele no gual é um mdximo. Com esse
propésito ¢ melhor usar a nogo de “segmento”.

Falatemos do “segmento de P definido por uma classe »”
como sendo todos os termos que tém a relaggo P com algum
ou mais membros de «. Isso serd um segmento no sentfdo
definido no capitulo VII; na verdade, todo segmento no sentido
ai definido ¢ um segmento definido por alguma classe a. Se P ¢
serial, o segmento definido por & consiste de todos os termos
que precedem um ou cutro termo de «. Se & tem um maximo, o
segmento serd formado de todos os predecessores do méximo.
Mas se o nio tiver méximo algum, todo membro de & precede
algum cutro membro de «, toda a classe e estd, portanto,

LiviTes E CONTINUIDADE 99

incluida no segmento definido por a. Tomemos, por exemplo,
a classe constituida das fragdes:

1 3 7 15

2 4 816
isto ¢, de todas as fracdes da forma 1— % para valores finitos
diferentes de #.  Essa série de fragdes nio tem méximo algum,
sendo claro que o segmento por ela definido (em toda a série
de fracdes na ordem de grandeza) é a classe de todas as fragdes
proprias. Qu, ainda, consideremos os nitmeros primos, conside-
rados como uma selecio dos cardinais (finitos e infinitos) em

ordem de grandeza. Neste caso, o segmento definide consiste
de todos os inteiros finitos.

Admitindo que P seja serial, a “fronteira” de uma classe o

serd o termo x {se existir) cujos predecessores 530 0 segmento
definido por «.

Um “mdximo” de o é uma fronteira que é um membro
de a.

Um “limite superior” de & € uma fronteira que ndo é um
membro de o

Se uma classe ndo tem fronteira alguma, nfo tem nem
méximo nem limite. Esse € o caso de um corte “irracional”
de Dedekind, ou do que é chamado uma “lacuna™,

Assim, o “limite superier” de um conjunte de termos @
com respeito a uma série P € o termo x (se existit) que vem
depois de todos os termos de «, mas é tal que todo termo
anterior vem antes de alguns dos tetmos de a.

Podemos definir todos os “pontos limitativos superiores”
de um conjunto de termos B como todos os que sio limites
superiores de conjuntos de termos escolhidos de 8. Teremos,
naturalmente, de distinguir entte pontos limitatives superiores
e inferiores, Se considerarmos, por exemplo, a série dos nime-
tos ordindrios:

1,2,3, . wwtl,. . . 2w 2utl, .. 3w,... 0 .« ..

1 "y

os pontos limitativos superiores do campo desta série sdo os
que ndo tém predecessor algum, isto é:

1, w, 2w, 3w, ... &% witw, ... 2w? ... w?

y oo
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Os pontos limitativos superiores do campo dessa nova série serio:
1, w 2w? ... o Wtwl

Por outro lado, a série dos ordinais — €, na verdade, toda série
bem ordenada — ndv tem pontos limitativos, porque ndo hd
termo algum, exceto o ultimo, que tenha sucessores imediaios.
Mas se considerarmos uma série como a das razoes, todo membro
dessa série é tanto um ponto limitativo superior como inferior
para conjuntos apropriadamente escolhidus., Se considerarmos a
cérie dos nimeros reais e selecionarmos dela os nimetos reais
racionais, este conjunto (o dos tacionais) terd todos os ndmeros
reals como pontos limitativos superiotes e inferiores. Qs pontos
limitativos de um conjunio sdo chamados sua “‘primeira deri-
vada” e os pontos limitativos da primeira detivada sdo chama-
dos segunda derivada, e assim por diante.

No que tange aos limites, podemos distinguir virios graus
do que se pode chamar “continuidade” em uma série. A palavia
“continuidade” tem sido usada por muitc iempo, mas perma-
neceu sem qualquer defini¢do precisa até ao tempo de Dedekind
e Cantor. Cada um desses dois homens deu uma significagdo
precisa ao termo, mas a definicdo de Cantor é mais estreita do
que a de Dedekind: uma série que tenha a continuidade
de Cantor deveri ter a continuidade de Dedekind, mas nio se
verifica o inverso.

A primeita defini¢do que ocorreria naturalmente a quem
estivesse buscando um significado preciso para a contimaidade
das séries seria definila como consistindo do que chamamos
“compaticidade”, isto &, no fato de entre dois termos quaisquer
da série haver outros. Mas seria uma definicdo inadequada,
por causa da existéncia de “lacunas”’ nas séries como a das
razbes. Vimos no capitulo VIT que hd inumerédveis modos pelos
quais a série de razdes pode ser dividida em duvas partes, das
guals uma precede inteiramente a outra € das guais a primeira
nio tem um ultimo termo, enquanto a segunda ndo tem um
primeiro termo. Tal estado de coisas parece contrdrio 4 vaga
sensacio que temos quanto ao que deverla caracterizar a “‘con-
tinuidade”, e, 0 que é mais, mostra que 2 série de razdes ndo
é o género de série necessario a muitos propdsitos matematicos.
Tomemos, pot exemplo, a Geometria: queremos estar capacita-
dos a dizer que, quande duas linhas retas se cruzam, tém um
ponto em cCOmMUm, mas, s& 4 série dos pontes em uma linha fosse

similar A série de razoes, as duas linhas poderiam cruzar-se em
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uma ‘“‘lacuna”, ndo tendo ponto algum em comum. Trara-se de
um exemplo tosco, mas podem ser dados muitos outros para
mostrar que a compaticidade ¢ inadequada como uma definicdo
matemdtica de continuidade.

Foram as necessidades da Geometria, tanto quanto quais-
cuer outras, que conduziram i definigdo de continuidade “de-
dekindiana”. QO leitor deve estar lembrado de que definimos
uma série como dedekindiana guando toda subclasse do campo
tem uma fronteira. (E suficiente admitir-se que hd sempre uma
fronteira superior, ou que hd sempre uma fronteira inferior.
Se uma destas ¢ admitida, a outra pode ser deduzida.) Equi-
vale a‘dl?fer, uma série € dedekindiana quande nae hd lacunas.
A auséncia de lacunas pode sursir ou através de termos que
telzh_a sucessares ou pela existéncia de limites na auséncia de
méximos. Assim, uma série finita ou bem ordenada é dede-
kn"lcha\'na, o mesmo se dando com a série de ndmeros reais, O
primeiro género da série dedekindiana é excluido admitindo-se
que a nossa série ¢ compacta; nesse caso, a nossa série deve ter
uma propriedade que pode, para muitos propdsitos, ser apro-
priadamente chamada continuidade. Somos, assim, levados 2
definicio: '

Uma série tem “‘continuidade dedekindiana” quando ¢
dedekindiana e compacta.

Mas essa defini¢do azinda é por demais ampla para muitos
propositos.  Suponhamos, por exemplo, que desejamos estar
capacitados a assinalar ao espago geométrico estas propriedades
tais_ que assegurem que todo ponto possa ser especificado por
meio de coordenadas que sdo nimeros reais: isso ndo € garantido
apenas pela continuidade dedekindiana, Queremos estar certos
de que todo ponto que nio possa ser especificado por coorde-
nadas racionais o possa como o limite de uma progressio de
pontos cujas coordenadas sdo racicnals, sendo isso mais uma
propriedade a qual a nossa definigio nic nos possibilita deduzir.

~ Somos assim levados a investigar mais profundamente as
séries com respeito aos limites, Essa investigacdo foi realizada
por Cantor e formou a base de sua defini¢io de continuidade
embora, em sua forma mais simples, essa definigéo esconda
um pouco as consideracdes que lhe deram surgimento. Devetnos
portanto, percorrer primeirc algumas das concep¢bes de Cantor
sobre 0 assunto, antes de darmos sua definicie de continnidade.

Cantor define uma série como “perfeita” quando todos os
seus pontos sdo pontos limitativos e todos os seus pontos
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limitativos pertencem a ela. Mas essa definido ndo expres
sa bem precisamente o que ela quer dizer. Nio hd corregio
alguma a fazer no que tange i propriedade de que todos
os pontos tém de ser pontos limitatives; trata-se de pro-
priedade pertencente as séries compactas, € a nenhuma outra,
para que todos os pontos possam ser limitativos superiores
ou todos limitativos inferiores, Mas se se admitir apenas que
sejam pontos limitativos de um dos modos, sem se especificar
qual dos dois, haverd outras séries que terdo a propriedade em
questdo — por exemplo, a série de decimais na gual uma decimal
que termina com a repeticio do nimero 9 ¢ distinguida de uma
decimal exata correspondente e colocada imediatamente antes
dele. Tal série ¢ muito aproximadamente compacta, mas tem
tertmos excepcionais que sdo consecurivos € dos guals o primeiro
nio tem predecessor imediato algum, enquante o segunde ndo
tem sucessor imediato algum. A parte essa série, as séries
nas quais todos os pontos sio pontos limitativos sdo séries
compactas; € isso se aplica incondicionalmente se se especificar
que todo ponto devera ser um ponto limitativo superior (ou que
todo ponto devera ser um ponto limitativo inferior).

Embora Cantor ndo considere explicitamente a questdo,
devemos distinguir diferentes espécies de pontos limitativos de
acordo com a natureza da menor subsérie pela qual eles possam
ser definidos. Cantor admite que devem ser definidos por pro-
gressties, ou por regressdes (que so o inverso das progressdes).
Quando todo membro de nossa série é o limite de uma progres-
sio ou regressio, Cantor chama 4 nossa série “condensada em
si mesma’ (insichdicht).

Chegamos agora a segunda propriedade pela qual a per-
feicio deve ser definida, a saber, a propriedade de ser o que
Cantor chama “fechada” (abgeschlossen). Essa propriedade
foi, como vimos, definida, primeiro como consistindo no fato
de todos os pontos limitatives de uma sétie a ela pertencerem.
Mas isso sé tem qualquer significagdo efetiva se a nossa série
¢ dada como contida em alguma outra série maior {como € 0
caso, ¢.g., de uma sele¢io de mimeros reais} e se o5 pontos
limitativos sio tomados em rtclacio & série maior. De outro
modo, se uma série € considerada simplesmente por si 0, ela
nio pode deixar de conter seus pontos limiratives, O que
Cantor guer dizer nio é exatamente o que ele diz; na verdade,
ele diz em outras ocasides algo bem diferente, que é o gue ele
quer dizer. O que ele verdadeiramente quer dizer ¢ que toda
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série subordinada que € do género que se deve esperar tenha
um limite tem de fato um limite dentro da série dada; isto €,
toda série subordinada que nao tem um méximo tem um limite,
isto é, toda série subordinada tem uma fronteira. Mas Cantor
ndo enuncia isso para foda série subordinada, porém apenas
pata as progressOes e regressoes. (Nio € claro até que ponto
ele reconhece ser isso uma limitacfio.) Assim, constatamos,
finalmente, ser a seguinte a defini¢io que queremos:

Uma série € dita “fechada” (abgeschiossen) quando toda
progressio ou regressdo nela contida tem um limite nela,

Temos, entio, mais esta definigio:

-

Uma série é “perfeita” quando € condensada em si mesma
e fechada, Isto €, quando todo termo ¢ o limite de uma progres-
540 ou regressdo, & toda progressio ou regressio contida na
série tem um limite nela.

Ao buscar uma defini¢gio de continuidade, o que Cantor
tem em mente € a busca de uma definicio que se aplique 2
série dos ndmeros reais e a qualquer série similar aguela, mas
a nenhuma outra. Com essa finalidade temos de acrescentar
mais umz propriedade. Entre os ndmeros reais, alguns sdo
racionais e alguns irracionais; embora o ndmero de irracionais
seja maior do que o de racionais, hd, ndo obstante, racionais
entre dois nimeros reals quaisquer, por menor que seja a di-
ferenga entre os dois. Como vimos, o nimero de irracionais é
N, Isso nos d4 uma propriedade extra que basta para carac-
terizar completamente a continuidade, a saber, a propriedade
de conter uma classe de W, membros de tal maneira que alguns
membros dessa classe ocorrem entre dois termos gquaisquer de
nossa série, por mais préximos que estes estejam. Essa pro-
priedade, adicionada & perfeicdo, basta para definir uma classe
de séries que sio todas similares e sdo, na verdade, um nimero
serial. E’ssa classe € definida pot Cantor como sendo a das sé-
ries continuas.

Podemos simplificar ligeiramente sua definigio, Para
comecar, dizemos:

Uma “classe mediana” de uma série ¢ uma subclasse do
campo tal que serdo encontrados membros desta entre dois ter-
mos quaisquer da série,

] Assim, os racionais sio uma classe mediana na séric dos
mimeros reais. E ébvio que nfic poderd haver classes medianas
& NAc ser nas s€ries Compactas.
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Constatamos, entdo, que a definigado de Cantor & equiva-
lente 3 seguinte:

Uma série € “continua” guando 1) ¢ dedekindiana, 2)
contém uma classe mediana com ¥, termos.

Parz evitar confusdo, falaremos dessa espécie como “con-
tinuidade cantoriana”. Ver-se-d que ela implica a continuidade
dedekindiana, mas nio se di o inverso., Todas as séties que
tenham a continuidade cantoriana sdo similares, o mesmo ndo
se dando com as que tenham a continuidade dedekindiana,

As nogdes de limite e continwidade que vimos definindo
nao devem ser confundidas com as nogdes de limite de uma
fungio para as proximidades de um dado argumento, ou a
continuidade de uma fungio na vizinhanga de um dado argu-
mente. Trata-se de nogdes diferentes, muito importantes, mas
derivadas das nogbes acima e mwis complicadas. A continvidade
do movimente (se é que o movimento € continuo} € uma
instdncia da continuidade de uma funcdo; por outro lado, a
continuidade do espago e do tempo (se € que sdo continuos)
¢ uma instdncia da continuidade das séries, ou {falando mais
cautelosamente) de uma espéeie de continuidade que pode, por
meio de manipulagio matemdtica suficlente, ser reduzida 2
continuidade das séries. Em vista da importincia fundamental
do movimento em Matemdtica aplicada, bem como por outras
razdes, serd bom tratarmos sucintamente das nogdes de limite
¢ continvidade quando aplicadas as funcbes: mas serd melhor
deixarmos esse assunto para uwm capitulo separado.

As defipicdes de continuidade que vimos considerando, a
saber, as de Dedekind e Cantor, ndo correspondem muito apro-
ximadamente 2 vaga idéla que estd associada com a palavra na
mente do homem da rua ou do fildsofo. Eles cotcebem a con-
tinuidade mais como uma auséncia de separagio, o género de
obliteracio geral de distingbes que caracteriza uwma cerragdo
densa. Uma cerragdo d4 uma impressdo de vastidio sem multi-
plicidade ou divisBes definidas. E esse género de coisa que um
metafisico quer dizer por “continuidade”, declarando-a, muito
verdadeiramente, caracteristica de sua vida mental e da vida
mental das criangas e dos animais.

A idéia geral vagamente indicada pela palavra “continui-
dade” quando assim etnpregada, ou pela palavra “fluxo”, é
certamente assaz diferente daquela que vimos definindo. To-
memos, por exemplo, a série dos ndmeros reais. Cada um € o
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que ele ¢, bem definida e decididamente; nio se passa, por
graus imperceptivels, de si para outro; € uma unidade firme,
separada, ¢ sua distincia de toda outra unidade ¢ finita, embora
possa ser tornada menot do que qualquer guantidade finita
dada previamente determinada. A questdio da relacio entre a
espécie de continuidade existente entre os niimeros reais ¢ a es-
pécie exibida, £.g., pelo que vemos em um dado tempo, € dificil
¢ intricada. Nao se pode afirmar que as duas espécies sejam
simplesmente idénticas, mas se pode, creio, muito bem afirmar
gue a concepgdo matemdtica que vimos considerando neste ca-
pitulo dd o esquema légico abstrato ao qual deve ser possivel
trazer material empirico por manipulagio apropriada, para que
tal material possa ser chamade “continuc” em qualquer sentido
precisammente definfvel. Seria bastante impossivel justificar essa
tese nos limites do presente volume. O leitor que esteja inte-
ressado poderd ler uma tentativa de justificd-la, particularmente
com relagdo ao fempo, pelo presente autor no Monist de 1914-5,
bem como em partes de Qur Knowledge of the Externa World.
Com essas indicagbes, deixaremos esse problema, por mais inte-
ressante que ele seja, a fim de voltarmos a tdpicos mais estreita-
mente [igados 3 Matemdrica,



CAPITULO XI

Limites e continuidade de funcgées

NESTE CAPITULO, trataremos da defini¢io do limite de uma
fungdo (se existir) quando o argumento se aproxima de um
determinado valor e também da definicio do que significa uma
“funcdo continua”. Ambas essas idéias sdo algo técnicas e difi-
cilmente pediriam um tratamento em mera introducio a Filosofia
Matemdtica, ndc fosse o fato de, especialmente através do cha-
mado cdlculo infinitesimal, pontos de vista errbneos sobre os
tépicos de gue estamos tratando se terem tornade tdo firme-
mente arraigados na mente dos fildsofos profissionais que se faz
necessario um esforgo prolongado e considerdvel para a sua extir-
pagdo, Pensou-se, desde o tempo de Leibniz, que o célculo
diferencial e integral exigisse quantidades infinitesimais, Os
matematicos {especialmente Weierstrass} provaram ser isso um
erra; mas os erros incorporados, como, por exemplo, no que
Hegel tem a dizer sobre Matematica, resistem, ¢ os filésofos
tenderam a ignorar o trabalho de homens como Weierstrass.

Limites e continuidades de fungdes sdo, em trabalho sobre
Matemitica comum, definidos em termos envolvendo mimeros.
Fsso ndo € essencial, como mostrou o Dr. Whitehead.* Contudo,
comecaremos com as definicdes contidas nos livros diddticos,
passando, a seguir, a mostrar como essas defini¢Ges podem ser
generalizadas de modo a se aplicatem as séries em geral e
nao apenas is que sap numéricas ou numericamente mensurdveis.

Consideremos qualquer func¢do matemdiica ordindria fx,
onde x e fx sdo, ambos, nimeros reais e fx assume um Unico
valor — isto €, quando x € dado, h4 apenas um valor que fx
pode ter. Chamamos a x “argumento”, e a fx, “valor do argu-

* Ver Principia Mathematice, vol. II. * 230-234.
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mento x”. Quando uma fungio € o que chamamos “continua™,
a idéia tosca para a qual estamos buscando uma definigio pre-
cisa ¢ a de que as pequenas diferengas em x devem corresponder
a pequenas diferencas em fx, e, se fizermos as diferencas em x
suficientemente pequenas, podemos fazer com que as diferengas
em fx se situem abaixo de gualquer guantidade indicada. Nao
queremos, a fim de garantir que uma fun¢io seja continua, que
haja saltos repentinos de modo que, para algum valor de x,
qualquer alteragdo, por menor que seja, produza uma aleragio
em fx que exceda alguma quantidade finita assinalada. As fun-
¢des simples comuns da Matemidtica tém esta propriedade; ela
pertence, por exemplo, a x%, x%, ... log x, sen x, e assim pot
diante. Mas ndo ¢, de modo algum, dificil definir as fungoes
descontinuas. Tomemos, como um exemplo nfo-matemdtico,
“o lugar de nascimenro da pessoa mais jovem gque viva no
tempo ¢, Trata-se de uma fungdo de #; seu valor € constante
desde o tempo do nascimento de uma pessoa até o tempo do
pIoxime nascimento, e, entdo, o valor se altera repentinamente
de um lugar de nascimento para o outro. Um exemplo mate-
midtico andlogo seria: “o préximo inteiro abaixo de %', em que
x é um nimero real. FEssa fun¢iio permanece constante de um
inteiro para o proximo seguinte e depois dd um salto repentino.
O fato real ¢ que, conguanto as fungdes continuas sejam mais
familiares, elas s30 a excecdo: hd infinitamente mais fungdes
descontinuas do que continuas,

Muitas funcdes sfo descontinuas para um ou diversos
valores da varidvel, mas contfnuas para todos os outros valores.
Tomemos, por exemplo, sen 1/x. A fungio sen 8 passa por
todos os valores de —1 até 1 toda vez que © passa de —m/2
até ®/2, ou de 7/2 até 3n/2, ou, de modo geral, de (2n—1)x/2
até (2n-+1)x/2, em que # é qualquer inteiro. Mas se consi-
derarmos 1/x quando x € muito pequeno, vemos que conforme
% val diminuindo, 1/x vai crescendo cada vez mais rapidamente,
de modo que passa cada vez mais rapidamente pelo ciclo de
valores de um mihiplo de w/2 até outro conforme x s= vai
tornando cada vez menor. Consegiientemente, sen 1/x passa
cada vez mais rapidamente de —1 até 1 e novamente de valta,
conforme x se torne cada vez menor. De fato, se tomamos
qualquer intervalo contende 0, digamos o intetvalo de —¢ a +¢,
em que & ¢ algum nimero muito pequeno, sen 1/x passard
por um nuimere infinito de oscilagdes nesse intervalo e ndo
podemos diminuir as oscilagdes tornando ¢ intervalo menor.
Assim, a0 redor do argumento 0 a fungdo ¢ descontinua, E



108 INTRODUGAO A Firosoria MATEMATICA

ficil confeccionar-se fungbes que sdo descontinuas em virios
lugares, ou em R, lugares ou em qualquet parte. Serdo en-
contrados exemplos em qualquer livto que trate da teoria de
fun¢des de varidvel real.

Passando agora a buscar uma definigio precisa do que se
quer dizer ao afirmar que uma fungiio é continua para um dado
argumento quando tanto o argumento como ¢ valor sic mimeros
reais, definimos primeiro uma “vizinhanga™ de um ntimero x
como sendo todos os nmimeros de x—e até x+¢, onde £ € algum
mimero que, em casos impartantes, serd muito pequeno. E claro
que a continuidade de um dade ponto tem que vem com ¢ que
acontece em qualquer vizinhanca daquele ponto, por menor que
seja.

O que desejamos €: Se 4 € o argumento para o qual que-
remos seja a nossa fungic continua, definamos primeiro uma
vizinhanga (digamos ) contendo o velor fe que a fungac tem
para o argumento 4; desejamos que, se tomarmos uma vizinhanga
suficientemente pequena contendo ¢, todos os valores para os
argumentos em toda essa vizinhanca estejam contidos na vizi-
nhanca ¢, independentemente de guic pequena temhamos feito
¢. Equivale a dizer, se decretamos que 2 nossa fungdo nio deve
diferir de fa por mais do que uma quantidade muito pequena,
podemos sempre encontrar um trecho de nimeros reais, tendo
a em seu meio, tal que através de todo esse trecho fx nio dife-
titd de fa por mais do que a quantidade pequenina prescrita. E
isso deverd permanecer verdadeiro seja qual for a quantidade
pequenina que possamos selecionar. Assim sendo, somos levados
a seguinte definicdo:

Diz-se que uma fungiio f(x) € “‘continua’ para o argumento
2 sg, pata todo nimero positive @, diferente de 0, mas tdo
pequeno quanto nhos aprouver, existit um nmimero positivo e,
diferente de 0, tal que, para todos os valores de 2 que sejam
numericamente menores * do que s, a diferenga f(a+ ¢}—F(a)
seja numericamente menocr do que 5

Nessa definicdo, o define pela primeira vez uma vizinhanca
de f{a), a saber, a vizinhan¢a de f(4)— 5 até f(a}+:; A defi-
nigdo passa entio a dizer que podemos {por meio de ¢} definir
uma vizinhanga, a saber, a de #—¢ até at+¢, tal que, para todos os

Um nfimera ¢ dito numericamente menor do que £ guando se
situa entre —¢ € €,

L]
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argumentos dentro dessa vmnhanca o valor da fungdo fica dentro
da vlzmhanca de Fla)—s até fla Se isso puder ser feito,
a funcio serd ‘“‘continua’ para 0 argumento a, seja como for
escolhido 5.

Até agora ndo definimos o “limite” de uma fungio para
um dado argumenio, Se o tivéssemos feito, poderiamos ter
definido diferentemente a continuidade de uma fungio: uma
funcdo é continua em um ponto no gual o seu valor é o mesmo
que o limite de seu valor para a aproximagfio, seja de cima ou
seja de baixo. Mas s6 a fungio excepcionalmente ""domesticada’
tem um limite definido conforme o argumento se aproxima
de um ponto dado. A regra geral é que uma funcio oscila e
que, dada qualguer vizinhanga de um determinado argumento,
por pequeno gue seja, todo um trecho de valores ocorrerd para
os argumentos dentro dessa vizinhanga. Como se trata de uma
regra geral, consideremo-la primeiro.

Consideremos o que pode acontecer ao aproximar-se o
argumento de algum valor a, vindo de baixo. Equivale a dizer,
desejamos considerar o que acontece aos argumentos contidos
no intervalo de a—e até ¢, onde £ € algum ndmero que, em
casos importantes, serd muite pequeno,

Os valores da fungao para argumentos de a—¢ até a (ex-
cluido @) serio um conjunto de nimeros reais que definird uma
certa secgio do conjunto de nimeros reais, a saber, a secgio
consistindo dos ndmeros gue ndo sdo maiores do que fodos os
valores para os argumentos de 4—¢ até . Dado gualquer ndmero
nesta seccdo, ha valores pelo menos tho grandes quanto esse
DUMero para Argumentos entre a—¢ € ¢, isto &, para argumentos
que sio pouquissimo inferiores a 4 (se € ¢ muito pequeno ),
Tomemos todos os & possivels e todas as possiveis secgBes
correspondentes. A parte comum de todas essas secgles serd
pot nds chamada “seccdo final” conforme o argumento se apro-
xima de 4. Dizer que um némero z pertence 4 secgdo final
equivale a dizer que por menor que facamos g, haverd argu-
mentos entre 4—E € 4 para os quais o valor da fungio nic é
menot do que z.

Podemos aplicar exatamente o mesmo processo ds secgdes
superiores, isto €, as segbes que ascendem de algum ponto até
20 topo, em vez de ascenderem de baixo até algum ponto. Aqui
tomamos os nimeros gue niic sao menores do que todos os
valores para os argumentos de e—=e até a; isso define uma secgio
superior que variard conforme € variar. Tomando a parte comum
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de todas essas secgles para todos os & possiveis, obtemos a
“seccdo final superior”, Dizer que um niimero z pertence 3 sec-
cio final superior equivale a dizer que, por menor que fagamos
g, haverd argumentos entre a—¢ e 4 para os quais o valor da
fungiio ndc é maior do que z.

Se um termo z pettenice tanto 3 secgdo final como & secgao
final superior, diremos que pertence 4 “oscilagio final”. Pode-
mos ilustrar o assunto considerando mais uma vez a fungo
sen 1/x conforme x se aproxima do valor 0. Admitiremos,
a fim de nos enquadrarmos nas defini¢des acima, que esse
valor ¢ aproximade de baixo.

Comecemos com a “secciio final”. Entre -~ e 0, seja
qual for €, a funcio assumird o valor 1 para certos argumentos,
mas nunca assumird qualquer valor maior. Assim sendo, a
sec¢do final consiste de todos os nimeros teais, positivos e nega-
tivos, até 1, inclusive; isto &, conmsiste de todos os mimeros
negativos juntamente com 0, juntamente com os nimeros posi-
tivos ascendentes até 1, inclusive.

Similarmente, a “secgio fimal superior” consiste de todos
os nimeros positivos juntamente com 0, juntamente com os
niimeros negativos, de cima para baixo até —1, inclusive.

Assim, a “oscilacfio final” consiste de todos os ndmeros
reais de —1 até 1, ambos incluidos.

Podemos dizer que a *'oscilagio final” de uma fun¢do con-
forme o argumento se aproxima de 2 de baixo para cima
consiste de todos os nimeros x tais que, por mais préximos
que cheguemos de 4, ainda encontraremos valores tdo grandes
quanto x e valores 180 pequencs guanto X.

A oscilagio final poderd ndo conter termo algum, ou um
termmo, ou muitos termos. Nos primeiros dois casos, a fungéo
tem um limite definido para aproximagdes de baixo para cima.
Se a oscilagio tem um termo, isso € razoavelmente obvio, E
iguslmente verdadeiro se ela ndo tem termo algum; pois ndo €
diticil provar que, se a oscilagdo final ¢ nula, a fronteira da
seccao final é a mesma que a da secgdo final superior, € pode
ser definida como o limite da fun¢io para aproximacdes de baixo
para cima. Mas se a oscilacdo final tem muitos termos, nio hd
limite definido algum para a fungio, para aproximagdes de baixo
pata cima, Neste caso, podemos tomar as fronteiras superior
¢ inferior da oscila¢gio final (isto &, a fronteira inferior da
secgio final superior e a fronteira superior da secciio final)
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como limites superior e inferior de seus valores “finais™ para
aproximagdes de baixo para cima. Similarmente, obtemos limites
inferiores e superiores dos valores ‘‘finais” para aproximagSes
de cima para baixc. Assim, temos, no caso geral, guairo limites
para uma fungdo, para aproximagbes a um dade argumento.
O limite para um dado argumento ¢ s& existe quando todos
esses quatro sdo iguais, ¢ €, entdo, seu valor comum. Se &
também o valor para o argumento 4, a funcdo € continua para
esse argumento. Isso pode ser tomado como definindo conti-
nuidade: € equivalente 3 nossa defini¢fio anterior.

Podemos definit o limite de uma fungio para um dado
argumento (se ele existe) sem passarmos pela oscilagdo final e
pelos quatro limites do caso geral. A defini¢io prossegue, nesse
caso, exatamente como prosseguiu a definicio anterior de con-
tinuidade. Definamos o limite para aproximagdes de baixo
para cima. Para que haja um limite definido para aproximagGes
a a de baixo para cima, é necessdric e suficiente que, dado
qualquer nimero pequenc 5, dois valores para os argumentos
suficientemente préximos de # (mas ambos menores do que a)
se diferenciem de menos do que g; isto &, se ¢ for suficiente-
mente pequenc € nossos atgumentos se situarem ambos entre
a—e¢ e ¢ {excluido 4), entdo a diferenca entre os valores desses
argumentos serd menor do que 5. Isso se aplicard para qualquer
G, por menor que seja; nesse caso, a fun¢do tem um limite para
sproxima¢des de baixo para cima. Similarmente, definimos o
caso em que hd um limite para aproximagbes de cima para
baixo. Esses dois limites, mesmo quando ambos existem, nio
necessitam ser iguals; e se sao idénticos, nio necessitam, ainda
assim, ser idénticos ao vglor para o argumento de 2. E somente
neste dltimo caso que chamamos & funcio continna para o argu-
mento 2.

Uma fungio ¢ chamada “continua’ (sem testrigio} quando
,
€ continua pata tode argumento.

Outro método ligeiramente diferente de atingir a definigiio
de continuidade ¢ o seguinte:

Digamos que uma fung¢do “converge finalmente para uma
classe o’ se hd alpum nimero real que, para este argumento
€ para todos os atgumentos maiores do que este, o valor da
fungfio € um membro da classe a. Similarmente, diremos que
uma funcdo “converge para & conforme o argumento se apto-
xima de x de baixo para cima” se hd algum argumento y menor
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do que x, tal que, através do intervalo de y (inclusive) até x
{exclusive), a fungac tem valotes que sdo membtos de . Po-
demos agora dizer que uma fungio é continua para o argumento
4, para o qual ela tem o valor fg, se satisfizer nossas condicdes, a
sabet:

1) Dado qualquer mimerc real menor do que fe, a fungdo
converge para os sucessores desse nimero conforme o argumento
se aproxima de ¢ vindo de baixo,

2} Dado qualquer numero real maior do que f4, a fungdo
converge para os predecessores desse mimero conforme o argu-
mento se aproxima de 4 vindo de baixo.

3) e 4) Condicdes similares para aproximagdes a a4 vindo
de cima.

As vantagens dessa forma de definiio estio em que ela
analisa as condi¢des de continuidade em quatro, derivadas de se
considerar os argumentos e os valores respectivamente maiores
ou menores do gue o argumento e o valor para os quais a con-
tinvidade tem de ser definida.

Podemos agora generalizar as nossas definigdes de modo 2
que se apliquem a séries que nfo so numéricas ou que ndo se
saiba serem numericamente mensurdveis. O caso do movimento
& conveniente de se ter em mente. H4 uma histéria de H. G.
Wells que ilustrard, do ponto de vista do caso do movimento,
a diferenca entre o limite de uma fungio para um dado argu-
mento. O herdi da histdtia, que possuiz, sem o saber, o poder
de realizar seus desejos, estava sendo atacado por um policial,
mas, a0 exclamar “‘vd para...”, constatou que o policial desa-
pareceu. Se f(¢) era a posicao do policial no tempo £ e #, 0
momento da exclamaciio, o limite das posigdes do palicial con-
forme ¢ se aproximou de ¢, vindo de baixo estaria em contato
com o herdi, enquanto o valor para o argumento £, era... Mas
se supde sejam tais ocorréncias raras no mundo, admitindo-se,
embora sem qualquer evidéncia adequada, que todos os movi-
mentos s3o continuos, isto €, que, dado qualquer corpo, se F(£)
é a sua posicdo no tempo £, f(¢) é uma fungdo continua de £
E o significado de “continuidade” envolvido em tais enunciados
que desejamos definir agora tio simplesmente quanto possivel.

As definicdes dadas para o caso de fungGes nas quais o
argumento e o vajor sio nimeros reais podem ser prontamente
adaptadas a0 uso mais geral.
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Admitamos sejam P ¢ Q duas relagdes, que é bom ima-
ginarse seriais, embora isso nido seja necessdrio is nossas defi-
nicdes. Seja R uma relagio de um-para-muitos cujo dominio
estd contido no campo de P, enquanto o seu dominio inverso
estd contido no campo de Q. Entdo R ¢ {em sentido genera-
lizado) uma fungdo cujos argumentos pertencem ao campo de
(0, enquanto seus valores pertencem ao campo de P, Supo-
nhamos, por exemplo, estar lidande com uma particula que se
desloca em uma linha: seja Q a série do tempo, P a série dos
pontos sobre a nossa linha da esquerda para a direita, R a relacio
da posigao de nossa particula sobre a linha no tempo 4 com o
tempo 2, de modo que “a R de 4 € sua posigdo no tempo 4.
Essa ilustragao pode ser conservada em mente através de nossas
definides.

Diremos que a fungdo R ¢ continua para o argumento «
se, dado qualquer intervalo a na P-série contendo o valor da
funcdo para o argumento «, houver um intervalo na Q-série
que ndo contenha ¢ como ponto extremo e tal que, através de
todo esse intervalo, a fungdo tenha valores que sdo membros
de . (Por “intervalo” queremos dizer todos os termos entre
dois quaisquer, isto €, se x e y sdo dois membros do campo de
F, e x tem a relagio P com y, queremos dizer por “P-intervalo
entre x ¢ ¥ todos os termos z tails que x tem a relagio P com
% e z tem a relagdo P com y — juntamente, quando assim enun-
ciado, com os préprios x ou v.)

Podemos facilmente definir a “seccdo final” e a “oscilacio
final”, Para definir a “seccdo final” para aproximagdes 2o
argumento 2 vindo de baixo, tome-se qualquer argumento y que
preceda ¢ (isto é, tenha a relagdo Q com ), tomem-se os valores
da fungio para todos os argumentos até y, inclusive, e forme-se
a secgdo de P definida por esses valores, isto é, aqueles membros
da P-série que sdo anteriores ou idénticos a alguns desses valores.
Formem-se todas essas secgdes para todos os y que precedam
4 € tome-s¢ Sua parte comum; isso serd a secqac final. A seccio
final superior e a oscilagéo final sdo entio definidas exaramente
COmOo No caso anterior.

A adaptacio da definigio de convergéncia e da resultante
definicio alternativa de continuidade ndo oferece dificuldade
alguma.

Dizemos que uma fungio R é “finalmente Q-convergente
para @’ se houver um membro y do dominio inverso de R e do
campe de  tal que o valor da fun¢io para o argumento y e
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para qualquer argumento com © qual ¥ tenha a relagio € um
membro de a. Dizemos que R “Q-converge para a conforme
o argumento se aproxima de um dado argumento z” se hi um
termo y tendo a relagio  com « e pertencente ao dominio
inverso de R e tal que o valor da fungdo para qualquer argu-
mento do Q-intervalo de 3 (inclusive} para 4 {exclusive ), per-

tence a .

Das gquatro condigbes que uma funcio tem de preencher
a fim de que seja continua para o argumento 4, 2 primeira &,
chamando-se b aoc valor para o argumento 4:

Dado qualquer termo tendo a relagdo P com b, R Q-con-
verge para os sucessores de b (com respeito a P) conforme ©
argamento se aproxima de 4 vindo de baixo.

A segunda condigio é obtida substituindo-se P por seu
inverso; a terceira € a quarta sdo obtidas a partir da primeira
e da segunda substituindo-se @ por seu inverso.

Nada hd, portanto, nas nogdes de limite de uma fungdo
ou de continuidade de uma funcdo que envolva essencialmente
nimero. Ambas podem ser definidas de modo geral e muitas
proposi¢hes a respeito delas podem ser provadas para duas
séries quaisquer (sendo uma a série do argumento e a oufra
4 série do valor). Pode verse gue as definicBes ndo envolvem
infinitesimais, Favolvem classes infinitas de intervalos que se
rornam cada vez menores sem qualquer limite a ndo ser zero,
mas nio envolvem qualquer intervalo que nio seja finito. Isso
¢ andlogo ao fato de que, se uma linha de um centimetro de
comprimento for reduzida a metade & depois novamente redu-
zida a metade, e assim por diante indefinidamente, jamais atin-
giremos por este meio um infinitesimal: apds » bissecgdes, o
comprimento de nosso fragmento de reta serd .:,: de um centi-
metro; e serd um comprimento finito, seja qual for o nimeto
finito 5. Os processos de bissecgOes sucessivas nao conduzem
a divisdes cujo mimero ordinal ¢ infinito, porquanto € essen-
cialmente um processo de um a um. Assim, os infinitesimais
ndio serao atingidos dessa maneira. As confusbes em torno
desses tOpicos tiveram muito a ver com as dificuldades encon-
tradas na discussio de infinidade e continuidade.

CAPITULO XII

Selecoes e o axioma multiplicativo

TEMOS DE CONSIDERAR neste capitulo um axioma que pode
ser enungado, mas nao provado, em termos de Loégica e que
€ conveniente, ’embora nio indispensdvel, em certas partes da
Matematica. E conveniente no sentido de muitas proposicoes
interessantes, as quais parece natural supor-se verdadeiras, nido
poderem ser provadas sem a sua ajuda; mas nao & inclispen;zivel
porque até mesmo sem essas proposicdes os assuntos em que;
ocorrem ainda existem, embora de uma forma algo mutilada.

_ {Kntes dv:? enunciarmos o axioma multiplicativa, devemos
primeiro explicar a teoria das selecBes e a definigio de multipli-
cagdo quando o nimero de fatores pode ser infinito.

Ao se definir as operagdes aritméticas, o vnico procedi-
mento correto € construirse uma classe real (ou relagio, no
;aso de ndmeros de relagdo) tendo o nimero exigido de termos.
SO requer por vezes certo grau de engenho, mas € essencial
para provar a existéncia do ntimero definido. Tomemos, como
ex‘emplo mais simples, o caso da adi¢do. Suponhamos q,ue nos
Et:e]a dadc: ¢ nimero cardinal p e uma classe & que tem p termos.
d:::;o 1d:fmlrer.nos p+p?  Para esse ~propc’}sito devemos ter
. classes que tenham . termos, ndo devendo as duas se
interceptar. Podemos construir de vérias maneiras tals classes
a partir dg @, sendo talvez a que se segue a mais simples: For-
memos primeiro todos 0s pares ordenados cujo primetro .termo
¢ uma classe c?nsistindo de um tinico membro de «, e cujo
ziﬁtﬂdg termo é a cla:sse vazia; c!epois, formemos todos os pares
ados cujo primeiro termo ¢ a classe vazia e cujo segundo
lermo é uma classe consistindo de um dnico membro de o
Essas duas classes de pares ndo tém membro algum em comurr;
€ a soma légica das duas terd p+p termos. De modo exata-



116 InrrODUGAR A FILOSOFIA MATEMATICA

mente andlogo podemos definit p4v, dado que 1 selja o nimero
de alguma classe @ e v seja © NOMETO de alguma classe §.

Tais definicbes sdo, via de regra, meramente u;"]a quﬁs..taﬁ)
de dispositivo técnico apropriado. Mas no caso da 1'nut 11185
cacio, em que o nimero de fatores pode ser infinito, importan

' . e
problemas surgem da definicae.

A mulriplicagdo, quando o nimero de fatores € flmto,dnao
oferece dificuldade alguma. Dadas duas classes & ¢ {% ten :_a
primeira [ termos e a segunda v termos, podemos de mlrf v
como sendo 0 numero de pares ordenados que podem ser forma-
dos escolhendo-se o primeiro termo em o € © segu~ndo em f:;-
Veremos que essa defini¢do ndo exige que & € @8 naé) se m;eB
ceptem; ela permanece adequada até mesmo quando & N
sio idénticos. Por exemplo, seja & uma classe cujos memdrc:s
$30 X, Xu Xz Entd0, a classe usada para definir o produto

g4 ¢ a classe de pares:

L), (e, w), (e 2505 (% %), (x4 %), (%2 %505
o ’x ] v :Exln ;1‘), {xa, xx}; {xy, xs)-

Essa defini¢io permanece aplicéw_al quando p. ou v ou
ambos sao infinitos, podendo ser estt':n_chda, passo @ passo a res
ou a quatto ou a qualquer mimeto finito de f_atores. Nio surgle
dificuldade alguma no tocante a essa defimca?, exceto .a.reﬂé -
rante de nio poder ela ser estendida a um numero infinito de

fatores.

O problema da multiplicagio quando o nﬁmemhde fatorsz
pade ser infinito surge da segninte mapeira: Suponhamos qu
temos uma classe k consistindo de classes; suponhamosc seja
dado o nimero de termos de cada umaldessas classes. p omo
definiremos o produto de todos esses r{umetos? Se’ pul.er‘mois
estruturar a nossa defini¢io com generalidade, ela serd ap 1cz:ive ,
seja k finita ov infinita. Cabe observar gufv.? 0 problemaual;c(\irg
ser capaz de cuidar do caso quando k f_or infinita e Em:j quar °
seus membros o sejam. Se k ndo for infinita, 0 méto 'ofgc{m
definido é Ao aplicdvel quando seus membros forc:m’ {nfi'm‘ios
como quando forem finitos. E com o caso em que KdE in my:{i
embora seus membros possam ser finitos, que temos ce artanj
um meio de tratar,

O tmétodo que se segue de definir a m}litiplica‘;ﬁo dj medo
geral se deve ac Dr. Whitehead, E explicado e tratado com
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detalhe em Principia Mathematica, vol. 1, * 80 ss., e vol, 1l,
© 114,

Suponhamos, para comegar, que k seja uma classe de classes
das quais nao hd duas que se interceptem — digamos, os eleito-
rados de um pafs em que ndo hé pluralidade de vota¢do, sendo
cada eleitorado considerado uma classe de eleitores. Dedique-
mo-nos agora i tarefa de escolher um termo de cada classe para
ser seu representante, como o fazem os eleitorados quando elegem
membros para o Parlamento, admitindo-se que, por lei, cada
eleitorado tenha de escolher um homem que vote no mesmo
distrito eleitoral. Chegamos assim a uma classe de representan-
tes, que formam o nosso Parlamnto, sendo cada um escolhido
em czda eleitorado. Quantas maneiras diferentes haverd para se
escolher um Parlamento? Cada eleitorado pode selecionar qual-
quer um de seus eleitores, e, portanto, se houver p eleitores
em um eleitorado, este poderd fazer p escolhas. As escolhas dos
diferentes eleitorados sac independentes; assim, € dbvio que,
quando o nimerc total de eleitorados ¢ finito, o nimero de
Parlamentares possiveis € obtido multiplicando-se os mimeros
de eleitores dos vdrios eleitorados. Quando nio sabemos se o
nimero de eleitorados € finito ou infinito, podemos considerar
o ndmero de Parlamentos possiveis como definindo o produto
dos niimeros dos diversos eleitorados. Esse é o método pelo
qual os produtos infinitos sio definidos. Abandonaremos agora
a nossa ilustracdo, passando a enunciados exatos,

Seja k uma classe de classes e admitamos, para comegar,
que ndo haja o caso de dois membros de k se interceptarem,
isto €, se o e f} sio dois membros diferentes de x, nenhum
membro de um ¢ um membro do outre. Chamamos a uma classe
uma “selecio” de k quando consiste de apenas um termo
retirado de cada membro de k; isto é, u € uma “selegio” de
k se todo membro de | pertence a algum membro de k e se,
sendo @ um membro qualquer de k, p e ¢ tém exatamente
um termo em comum, Chamaremos “‘classe multiplicativa™ de
k 2 classe de todas as “selecdes” obtidas de k. O nimero
de termos da classe multiplicariva de k, isto é, o nimero de
selecdes possiveis de k, ¢ definido como o produto dos niimeros
dos membros de k. Essa defini¢io é igualmente aplicdvel seja
k finita ou infinita.

Antes de podermos estar totalmente satisfeitos com essas
definigdes, devemos remover a restrigio de que nio haja o
casc de dois membros de k se interceptarem. Com esse pro-
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pésito, em vez de definirmos primeiro uma classe chamal;ia
uma ‘‘selecao”, definiremos primeiro umalsclecao a que cha
maremos uma  seletora”. Uma relagio R serd chamada “seletora
de k se, de todo membro de k, s:elecionar um ;ermo para_L
representante daquele membro, isto €, se, dado qua qucrbmer:i)
bro o de k, houver apenas um termo X que ¢ um membro :L
o e tem a relagio R com «; e isso serd tude o que R fard.
definicao formal & _ )

Uma “‘seletora” de uma classe de classe}s k é uma relar;a(i
de um-para-muitos tendo k para seu dominio mvm{)s.o 3 tz
que, se x tem essa relagdo com &, €NTA0 X ¢ um MEMDLIO e .

Se R ¢ uma seletora de k ¢ @ € um membro de“K, ser‘ldo
v 0 termo gue tem a relagao R com «, chamamos x ‘‘represeft-
tante” de o com respeito a relagdo R. '

Uma “selecio” de k serd agora dn;finida como © domi.mo
de uma seletora; e a classe multiplicativa sera, como antes, 3
classe das selegoes.

' Mas quando os membros de k se interceptam pode haver
mais seletoras do que selegdes, porquanta um terme X Que
pertence a duas classes @ e B pode ser selecionado é,lms :(t;:
para representar ¢ € mais uma vez para reprcsema{r 3, Zsma
surgimentos a diferentes seletoras nos dofs casos, ~“(1de~ a rlnt ma
selecio. Para definir a multiplicagdo, necessitamos das seie 0
mais do que das selecdes. Assim, definimos:

“Q produto dos nimeros dos membros de uma classe de
classes k€ o nimeto de seletoras de k. .

Podemos definir a exponenciagéo por uma adapm{;go do
plano acima, Podemos, naturalmente, definir ¥ como o pumero
de seletoras de v classes, cada uma das quais com . Termos.
Mas h4 objecdes a essa definicao, resultante do fato de o aiwma
multiplicativo (de que falaremos dentro em pouca} ser e;nc_:
cessariamente envolvido, caso adotado. Adotamos, em substi
tuicdo, a seguinte Construcao:

Seja & uma classe contendo . termos e f outra contendo
v termos,

Admitamos que ¥ seja um membrc: de § ¢ formemosda
classe de todos os pares ordenados que tém y para Seu SCgURCO
termo e um membro de & para seu primeiro termo. Havgra
1+ desses pares para um dado y, porquanto quafquer mem r(f
de & poderi ser escolhido para primeiro termo ¢ & tem | mem
tros, Se formarmos agora todas as classes desse genero que
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resultam de se variar y, obteremos ao todo v classes, porguanto
y poderd ser qualquer membro de f§ e B tem v membros. Essas
v classes sdo, cada uma delas, uma classe de pares, a saber, todos
os pares que podem ser formados de um membro varidvel de
¢ ¢ um membro fixo de . Definimos pv como um ndmero de
seleroras obridas da classe que consiste dessas v classes, QOu
podemos igualmente bem definir (v como o nimero de selecges,
pois, como as nossas classes de pares sio mutuamente exclusivas,
o numero de seletoras é o mesmo que o de selecdes. Uma
selegdo de nossa classe de classes serd um conjunto de pares
ordenados, dos quais haverd exatamente um tendo qualquer
membro dado de  para seu segundo termo, podende o seu
primeiro rermao setr qualquer membto de . Assim, pv é definido
pelas seletoras de um certo conjunto de v classes tendo cara
uma j. termos, mas © Conjunto terd uma certa estrutura € uma
composigic mais maledvel do que em geral. A relevancia disso
para o axioma multiplicativo aparecera dentro em pouco.

O que se aplica 4 exponenciacio se aplica também ao pro-
duto de dois cardinais. Podemos definir “|1Xv” como a soma
dos ndmeros de v classes tendo cada uma [ rermos, mas prefe.
rimos defini-lo como o nimero de pares ordenados a serem
formados consistindo de wm membro de @ seguido de um
membro de B, em que @ tem g termos e B tem v termos. Esta
definicado também tem por objetivo fugir & necessidade de se
pressupor o axioma multiplicativo.

Com as nossas definicoes, podemos provar as leis formais
asuais da multiplicagio e exponenciacio. Mas hd uma coisa
que ndo podemos provar: ndo podemos provar que um produto
56 ¢ zero quando um de seus fatores é zero. Podemos prové-lo
quando o nimero de fatores ¢ finito, mas no quando é infinito.
Em outras palavras, ndo podemos provar que, dada uma classe
de classes nenhuma das quais ¢ vazia, deverd haver seleroras
delas; ou que, dada uma classe de classes mutuamente exclusivas,
deverd haver pelo menos uma classe consistindo de um rermo
tetirado de cada uma das classes dadas. Essas coisas nde podem
set pravadas; e, embora patecam obviamente verdadeiras i pri-
meira vista, a reflexo (raz divida sempre crescente até que
finalmente nos contentamos em registrar a suposiio e suas conse-
quéncias, como registramos o axioma das paralelas, sem admi-
tirmos que podemos saber se ¢ verdadeiro ou falso. A suposi-
¢3o ¢, com fraseado livre, a de que as seleroras e as selecSes
existem quando devemos esperd-las, H4 muitas maneiras equi-
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valentes de enunciar a mesma coisa com precisio, Podemos
comegar com 2 seguinte:

“Dada qualquer classe de classes mutuamente exclusivas,
das quais nenhuma € vazia, hd pelo menos uma classe gue tem
exatamente um termo em comum com cada uma das classes

dadas.”

A essa proposicdo chamaremos o “axioma multiplicativo™.*
Daremos primeiro vérias formas equivalentes da proposi¢ao e,
depois, consideraremos certas maneiras nas quais sua verdade
ou falsidade é de interesse para a Matemdrica.

O axioma multiplicativo ¢ equivalente & proposigio de
que um produto sé é zero quando um de seus fatores & zero;
isto ¢, & de que, se qualquer nimero de nimeros cardinais forem
multiplicativos entre si, o resultado néo poderd ser 0, a menos
gue um dos ndmeros envolvidos seja 0.

O axioma multiplicativo ¢ equivalente & proposigio de que,
se R for uma relagio qualquer, e k qualquer classe contida no
dominio inverso de R, entdo haverd pelo menos uma refagio
de um-para-muitos implicando R e tendo k para seu dominio
inverso.

O axioma multiplicativo ¢ equivalente a suposigio de que,
se o for uma classe qualquer e x todas as subclasses de a,
com excecio da classe vazia, entdo haverd pelo menos uma
seletora de k. Essa fol a forma sob a qual o axioma multipli-
cativo foi pela primeira vez colocado sob a atengdo do mundo
erudito por Zermelo, em seu Beweis, dass jede Menge wobl-
geordnet werden kann**  Zermelo considera o axioma uma
verdade inquestiondvel. Devese confessar que, enquanto ele
nio o tornou explicito, os matemdticos usaram-no sem qualquet
escripulo; mas parece que o fizeram inconscientemente. E o
erédito que se deve dar a Zermelo por tornd-lo explicito € intei-
ramente independente da questdo de ser o mesmo verdadeiro
ou falso.

Zermelo mostrou, na prova acima mencionada, que o axioma
multiplicativo ¢ equivalente a proposigdo de que toda classe
pode ser bem ordenada, isto €, pode ser arranjada em uma série

* Ver Principia Mathematica, vol. 1, * 88. Também vol. IIL
* 257-258.

8% Mothematische Annalen, vol. LIX, pp. §14-6, Dessa forma,
[alaremos dele como axioma de ZERMELO.
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na gual toda subclasse tem um primeiro termo (exceto, natu-
ralmente, a classe vazia). A prova completa dessa proposigio
é dificil, mas ndo é dificil ver-se o principio geral em que se
!Jaseia. E usada a forma a que chamamos “axioma de Zermelo”,
isto €, é pressuposto que, dada gqualquer classe &, hd pelo menos

~uma relagde de um-para-muitos, R cujo dominio inverso consiste

de todas as subclasses de o existentes e é tal que, se x tem 2
relagio R com £, entdo x € um membro de Z. Tal relagio
colhe um ‘“representante” de cada subclasse; naturalmeﬁte,
acontecera com freqiiéncia duas subclasses terem o mesmo repte-
sentante. O que Zermelo faz, de fato, & separar os membros
de o, um a um, por meio de R e da indugdo transfinita. Sepa-
ramos primeiro o representante de o; chamd-lo-emos x;. Depois,
temamos o representante da classe consistindo de todos os
n:}embros de o exceto x,; chami-lo-emos x,. Ele deverd ser
diferente de x,, porque todo representante é membro de sua
c!as_se, e x, estd excluido dessa classe. Prosseguimos de modo
similar, excluindo «; e fazendo x, representante do que resta.
Obtemos, desse modo, primeiro uma progressio x,, .,

Xn, ... admitindo gue @ ndo seja finita. Depois, sepéramos
toda a progressdo seja xy, o representante do que € deixado
de a. D:?ssa maneira, podemos prosseguir até que nada reste.
Os sucessivos representantes formardo uma série bem ordenada
cfontendo todos os membros de «. (O que ficou descrito acima
¢, naturalmente, apenas uma indica¢io das linhas gerais da
prova.) Essa proposicio é chamada “teorema de Zermelo’.

O axioma multiplicativo ¢ também equivalente 4 suposigio
de que, de dois cardinais que ndc sdo iguais, um deve ser o
malor., $e o axioma for falso, haverd cardinais w ¢ v tais que
U ndo seja menor do que, igual a, nem maior do que v. Vimos
que R , e 28° formam possivelmente uma instincia de tal par.

Podem ser dadas muitas outras formas do axioma, mas as
apresentadas acima sdo as mais importantes das até hoje conhe-
N

cidas. Quanto 4 verdade ou falsidade do axioma em gualquer
de suas formas, nada se sabe no presente.

S@o numerosas e importantes as proposigdes que dependem
do axioma sem que se saiba serem ou nioc a ele equivalentes.
Tomemos, primeiro, a conexdo da adi¢io com a muliiplicagdo.
Naturalmente pensamos que a soma de v classes mutuamente
exclusivas, cada uma com @ termos, deva ter pwXv termos.
Quande v ¢ finito, isso pode ser provado. Mas quando v ¢
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infinitc, ndo pode ser provado sem o axioma muldiplicative,
exceto quando, gragas a alguma circunstincia especial, a exis-
téncia de certas seletoras possa ser provada. E a seguinte a
maneira pela qual o axioma multiplicativo entra no processo:
Suponhamos que temos dois conjuntos de v classes mutuamente
exclusivas, cada uma com . termos, € desejamos provar que 2
soma de um conjunto tem tantos termos quanto a soma do
outro. Para provar isso, temos de estabelecer uma relagio
de um-para-um. Acontece, que como hd v classes em cada
caso, hé alguma relagio de um-para-um eatre os dois conjuntos
de classes; mas o que desejamos é uma relagio de um-para-um
entre seus termos. Consideremos alguma relagio de um-para-
-um, §, entre as classes. Entdo, se k e  sdo os dois conjuntos
de classes ¢ o ¢ algum membro de k, haverd um membro [ de
% que serd o correlato de @ com respeito a 5. Mas a ¢ B tém,
cada um, u termos sendo, portanto, similares, H4, conseqiien-
temente, cotrelaces de um-para-um entre @ ¢ B. O problema
estd justamente em haver tantas. Para obtermos uma correlagio
de um-para-um da soma de k com a soma de X, temos de
escolher snra selegao de conjunto de classes de correlacionaderes,
sendo uma classe do conjunto formada de todas as correlacio-
nadoras de @ com 8. Se k ¢ » forem infinitos, nio poderemos,
em geral, saber se tal selegiio existe, a mencs que saibamos ser
verdadeiro o axioma multiplicativo. Portanto, ndo podemos
estabelecer a espécie conexdo usual entre adigio e multiplicagdo.

Esse fato tem vdrias consequéncias curiosas. Para comegar,
sabemos que W=/ X*R, =R, Infere-se comumente disso
que a soma de R, classes, cada uma com R, membros, deverd
ter, ela prépria, X, membros, mas essa inferéncia € falaciosa,
porquanto ndo sabemos se o nimero de termos de tal soma €
®,X R,, nem, conseqilentemente, se ¢ Ro. Isso influi sobre
4 teoria dos ordinais transfinitos. E fdcil provar que um
crdinal que tem ¥, predecessores deve ser um daqueles a que
Cantor chama “segunda classe”, isto €, tal que uma série tendo
esse numero ordinal terd X, termos em seu campo, E também
facil ver que, se tomarmos qualquer progressio de ordinais da
segunda classe, os predecessores de seu limite formam no méxi-
mo a soma de R, classes, tendo cada uma ¥, termos. E dal
inferido — falaciosamente, a menos que o axioma multiplica-
tivo seja verdadeiro — que os predecessores do limite sdo em
nimero de R, e, portanto, que o Jimite ¢ um nimero da ‘'segun-
da classe”. Equivale a dizer, supbe-se provado gue qualguer
progressio de ordinais da segunda classe tem um limite que ¢,
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por sua vez, um ordinal da segunda classe, Essa proposigio,
com o coroldrio de que w, {0 menor ordinal da terceira classe)
ndo é o limite de progressdo alguma, estd envolvida na maior
parte da teoria reconhecida dos ordinais da segunda classe. Em
vista da maneira pela qual o axioma multiplicativo estd envolvido,
2 proposicio e seu coroldrio nio podem ser considerados provados.
Podem ser ou ndo verdadeiros. Tudo o que pdemos dizer no
presente ¢ que ndo sabemos. Assim, a maior parte da teoria
dos ordinais da segunda classe ndo deve ser considerada provada.

Qutra ilustracdo poderd ajudar 2 esclarecer esse ponto,
Sabemos que 2X R, =R,. Podemos, portanto, supor que a
soma de R, pares deve ter X, termos. Mas, conquanta pos-
SaImos provar que isso por vezes se verifigue, nio pode ser
provado que acontega semrpre, a menos que admitamos o axioma
multiplicativo. Isso é ilustrado pelo caso do miliondrio que
comprava um par de meias sempte que comprava um par de
botas, € nunca em qualquer outra ocasifo, e que tinha tal paixdo
por comprar ambas que no fim rirha ¥, pares de botas e
R, pares de meias. O problema é: Quantas botas e quantas
meias tinha ele? Supor-se-ia, naturalmente, que ele teria um
nimero de pés de botas ¢ um nimero de pés de meias iguais
ao dobro dos nimeros de pares de cada um, e que, portanto,
teria R, de cada, porquanto esse nimero nio é aumentado pela
elevagio do dobro, Mas ai estd uma instincia de dificuldade,
j3 observada, de conectar a soma de v classes, cada uma com p
termos, com Xv. Isso pode, por vezes, ser feito; por vezes,
néo. No nosso caso, pode ser feito com as botas, mas nio com
as meias, exceto por algum dispositivo muito artificial. Eis a
razio para a diferenca: Entre as botas podemos distinguir
esquerda e direita, e, pottanto, podemos fazer uma selegio de
cada par, a saber, podemos escolher todos os pés esquerdos
ou todos os pés direitos; mas, no tocante as meias, tal prin-
cipio de selegdo ndo se impde e ndo podemos estar certos, a
nic ser admitindo o axioma multiplicativo, da existéncia de
qualquer classe consistindo de um pé de meia e de cada par.
Dai o problema,

Podemos situar a questdo de outrz maneira, Para provar
que uma classe tem W, rermos, € necessirio e suficiente en-
contrar algum modo de arranjar seus termos em uma progressio.
Nio ha dificuldade alguma em fazer isso com as boras. Os
pares 530 dados como formando um R®,, e, portanto, come o
campo de uma progressic. Tomemos primciro o pé esquerdo
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¢ depois o pé direito de cada par de botas, mantendo a ordem
do par inalterada; obtemos, dessa maneira, uma progressao de
todas as botas, Mas no tocante as melas teremos de escolher
arbitcariamente, em cada par, qual pé separar primeiro; e um
nimero infinito de escolhas arbitrdrias € uma impossibilidade.
A menos que pPOSSAMOs ESNCONITAr uma regra pard selecionar,
isto &, uma relagdo que seja uma seletora, néo saberemos se uma
selecio é sequer teoricamente possivel. Naruralmente, no caso
de objetos no espago, como as meias, sempre podemos encontrar
um principio de selecdo. Por exemplo, tomemos os centros de
massa das meias: haverd pontos p no espaco tals que, em cada
par, os centros de massa dos dois pés ndo estardo ambos exa-
tamente 3 mesma distincia de p; assim, podemos escolher, de
cada par, o pé de meia que tem o seu Ceniro de massa mais
préximo de p. Mas nao hd razio tedrica alguma para que um
método de selecio como esse seja sempre possivel, e o caso
das meias poderd servir, com um pouco de boa vontade de
parte do leitor, para mostrar como uma selecio ¢ impossivel.

Cabe observar que se fosse impossivel selecionar um pé de
cada par de meias, seguir-se-ia que as meias niao poderiam ser
arranjadas em uma progressdo, €, portanto, que nfe haveria
¥ , delas. Esse caso mostra que, se |k ¢ um pumero infinito,
um conjunte de p pares ndo pode conter ¢ mesmo nimero de
termos que outro conjunto de | pares; pois, dados R, pares
de botas, hi certamente ¥, botas, mas nao podemos estar certos
disso no caso das meias, a menos gque admitamos o© axioma
multiplicativo, ou recorramos a algum método geométrico for-
tuito de selecdo como o que ficou acima ilustrado.

Outro problema importante envolvendo o axioma multipli-
cativo € = relacio entre flexibilidade e nao-indurividade. Deve-
mos estar lembrados de que mostramos no capitulo VIIT gue
um numero reflexivo deve ser nao-indutivo, mas que o inverso
(que se saiba no presemte} sé pode ser provado se admitirmos
o axioma multiplicative. E a seguinte a maneira em gue a
coisa se desenrola:

E ficil provar que uma classe reflexiva ¢ uma classe que
contém subclasses com R, termos. ¢ Naturalmente, a classe
podera ter, ela prépria, R, termos.) Assim, teremos de provar,
sc pudermos, gue, dada qualquer classe ndo-indutiva, é possivel
escolher uma progressdo de seus termos. Acontece que ndo hd
dificuldade alguma em mostrar que uma classe ndo-indutiva
deve conter mais termos do que qualguer classe indutiva, ou,
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o que vem a ser o mesmo, que, se ¢ € uma classe ndo-induti-
tiva ¢ v é um nimero indutivo qualguer, hd subclasses de «
que tém v termos. Podemos formar, assim, conjuntos de sub-
classes finitas de a: Primeiro, uma classe sem termo algum,
depois classes com 1 termo {tantas quantos séo os membros
de @), depois classes com 2 termos, e assim por diante. Obre-
mos desse modo uma progressio de conjuntos de subclasses
cor}sistindo cada um de todas as que tém um certo dado némero
finito de termos. Até entdo nio usamos o axioma multiplica-
rivo, tendo apenas provado que o mimero de colegdes de sub-
classes de & é um nidmero reflexivo, isto €, que, se [.l. € o ndmero
de mernbros‘ de o, de modo que 2" € o numero de subclasses
de @, e 22" ¢ o mimero de colegdes de subclasses, entdo, desde

que w seja ndo-indutivo, 2P deverd ser reflexivo.  Mas isso
estd muito distanciado do gue nos propussmos a provat.

. Para irmos mais além desse ponio, devemos empregar o
axioma multiplicativo. Escolhamos um de cada conjunto de
sub.classe, omitindo a subclasse que copsiste somente da classe
vazia. Equivale a dizer, selecionamos uma subclasse contendo,
digamos, um termo, @,; uma, contendo dois termos, «., diga-
mos; uma contendo trés termos, digamos, a,, e assim por diante.
(Podemos fazé-lo se admitirmos o axioma multiplicativo; de
outro modo, ndo sabemos se podemos ou nio fazélo.} Temos
4gora UMA PIOgressio Oy, i, Ui, - - - de subclasses de a;
chegamos, assim, um passo mais perto de nossa meta. Sabemos
agora que, admitindo o axioma multiplicativo, se @ for um

nimero nao-indutivo, 2H deve ser um ndmero reflexivo.

O préximo passo consiste em observar que, embora nao
possamos estar certos de que novos membros de o surgirdo
em qualquer estigio especificado da progressdce o, o, &, - ..,
podemos estar seguros de que novos membros surgirao de tem-
pos & tempos. Ilustremos. A classe &,, que consiste de um
termo, € um nove COMmego; representemos esse termo por x.
A classe «,, consistindo de dois termos, poderd ou ndo conter
®.; se o contiver, introduzird um novo termo; caso contririo,
deverd inttoduzir dois termos novos, digamos x, e x, Neste
caso, ¢é possivel que «, consista de x;, x,, X; €, assim, ndo
intraduza termo novo algum, mas, nesse caso, &, deverd intro-

duzir um novo termo. As primeiras v classes @ , a, a ... @&
1 2 3 T}
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contém, no maximo, 1-+2-+3+. . .4V termos, isto é, v(v+4-1)/2
termos; assim, seria possivel, se nic houvesse repeticio alpuma
nas primeiras v classes, prosseguir verificando-se repeti¢des desde
a classe nmimero (v4-1)°7 at€ a classe v{v-1)/2%. Mas entio
o5 velhos termos nfio mais setiam suficientemente numerosos
para formar uma classe seguinte com o nimero correto de
membros, isto é, w{v+1)/2+1, e, portanto, deverio entrar
novos termos a essa altura, se ndo mesmo antes. Segue-se que,
se omitirmos de nossa progressio o, o, %; ... todas as
classes compostas inteitamente de membros que tenham ocorrido
em classes anteriores, tetemos ainda assim, uma progressdo. Seja
a nossa nova progressaio chamada 8,, 8,, B, ... (Teremos
o, =P, ¢ a,=—f. porque a, ¢ &, devem Introduzir novos termos.
Poderemos ou ndo ter a,—f,, mas, de modo geral, B serd av,
em que v é algam numero mator do que W; isto €, os @ sdo
alguns dos &) Mas esses [} sdo tais que gualquer um deles,
digamos By contém membros que ndo ocorreram em qualquet
dos B anteriores. Seja y wa parte de B que consiste de mem-
bros novos, Obtemos assim uma nova progressio vy, Yz, Yar « - -
(Novamente, v, serd idéntico a B, e a o,; se @, nio contiver
o linico membro de &,, teremos y,—pR,~=at,, Mas se &; contivet
esse 1inico membro, Y. consistitdi do outro membro de e;.)
Esta nova progressio de ¥ consiste de classes mutuamente
exclusivas. Portanto, uma selecio destas serd uma progressio;
ista €, se x, € o membro de v,, x. € 0 membro de v, x; é 0
membto de v;, e assim por diante; entdo x;, X, %,, ... € uma
progressio € ¢ uma classe de «. Admitindo o axioma multipli-
cativo, tal selecdo pode ser feita. Dessa forma, usande duas
vezes ¢ axioma multiplicativo podemos provar que, se o axioma
¢ verdadeiro, todo cardinal ndo-indutivo deve ser reflexivo.
Isso também poderia ser deduzido do teorema de Zermelo, de
que, se o axioma é verdadeiro, toda classe pode ser bem orde-
nada; pois uma série bem ordenada tem de ter um nilimero
finito ou um numere reflexivo de termos em seu campo.

Hi uma vantagem no drgumento direto acima, em com-
paragio com a deducio do teorema de Zermelo, pelo fato de
aquele argumento ndo exigir a verdade universal do axioma
multiplicativo, mas apenas a sua verdade quando aplicado 2
um conjunto de ¥, classes. Pode acontecer que o axioma se
verifique para ¥, classes, embora nio para ndmeros maiores
de classes. Por essa razio é melhor, guando possivel, conten-
tar-nos com a suposigio mais restrita. A suposigio feita no
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argumento direto acima ¢ a que um produto de R, fatores
nunca € zero, a menos que um dos fatores seja zero. Podemos
enunciar # suposigic da seguinte forma: “ X, ¢ um ndmero
multiplicdvel”, sendo um ndmero v definido como “multiplics-
vel” quando um produto de v fatores nunca é zero, 2 menos que
vm dos fatores seja zero. Podemos prover que um niimero
finito é sempre multiplicdvel, mas nfio podemos provar o mesmo
em relagio a qualquer ndmero infinite. O axioma multiplicativo
€ equivalente 3 suposi¢io de que todos os nimeros cardinais sdo
multipliciveis. Mas, para identificar o reflexivo com o nio-indu-
tivo, ou para tratar do problema das botas € das meias, ou para
mostrat que qualquer progressio de nimeros de segunda classe
¢ da segunda classe, necessitamos apenas da suposicio muitissimo
menor de que R, € multiplicdvel.

-Nao ¢ improvdvel que haja muito por ser descoberto com
relagio aos tdpicos discutidos neste capitulo. Poderdo ser en-
contrados casos em que as proposicdes que parecem envolver
o axioma multiplicativo podem ser provadas sem ele, E conce-
bivel poderse mostzar ser falso o axioma multiplicative em
sus forma geral. Sob esse ponto de vista, o teorema de Zermelo
oferece melhores esperancas: falvez se possa provar que as séties
continuas ou algumas ainda mais densas sdo incapazes de ter
seus termos bem ordenados, o que provaria a falsidade do
axioma multiplicativo, em virtude do teorema de Zermelo, Mas
ndo foi descoberto até agora método algum de obter tais resul-
tados, e o assunto permanece envolto em obscuridade.



CAPITULO XII

Q axioma da infinidade
e os tipos logicos

-

O AXIOMA DA INFINIDADE ¢ uma suposicio que pode ser
assim enunciada;

“Se #n for um ndmero cardinal indutivo gqualquer, haverd
pelo menos uma classe de individuos com » termos.”

Se essa suposigio for verdadeira, seguir-se-d, naturalmente,
que hd muitas classes de individuos com » termos e que o
ndmero total de individuos do mundo ndo é um nimero indu-
tivo. Pois, segundo o axioma, hd pelo menos uma classe com
#-t1 termos, do que se segue que hd muitas classes de # termos
e que # ndo ¢ o nimero de individuos no munde. Como # ¢
gualquer nimero indutivo, segue-se que o nimero de individuos
no mundo deve (se o axioma for verdadeiro)} exceder qualquer
nimero indutivo. Em vista do que encontramos, no capitulo
precedente, sobre a possibilidade de cardinais que ndo séo indu-
tivos nem reflexivos, ndo podemos inferir, de nosso axioma, a
existéncia de pelo menos R, individuos, a menos que admitamos
o axioma mulriplicativo. Mas sabemos gue hd pelo menos
R, classes de classes, porquanto os cardinais indutives sdo
classes de classes e formam uma progressdo s¢ o nosso axioma
¢ verdadeiro. A maneira pela qual urge a necessidade deste
axioma pode ser assim explicada: Uma das posigdes de Peano
¢ a de que dois cardinais indutivos ndo #m o mesmo sucessor,
isto &, que nio devemos ter m-+i==n-+11, a menos que m=rn,
se m e # sdo cardinais indutivos. Tivemos, no capitulo VIII, a
oportunidade de usar o que € virtualmente o mesmo que a supo-
sicio de Peano, acima, a saber, a de que, se » é cardinal indutivo,
» nio é igual a m+1. Poder-se-d pensar que isso possa ser
provado. Podemos provar que, se « é uma classe induriva
e # é o niunero de membros de &, entio »# nio é igual a n-+1.

O Axioma pa INrFINIDADE E 05 Tiros LOGICOs 129

Essa proposicio € facilmente provada por indugdo, podendo
pensar-se que implique a outra. Mas de fato isso ndo se dd,
porguanto poderd nio existic classe alguma como z. O que
estd implicito € o sepuinte: Se # € um cardinal indutivo tal
que hd pelo menos uma classe com » membros, entdc # nio ¢
igual a #-+1. O axioma de infinidade nos assegura (seja ver-
dadeira ou falsamente) gque hd classes com # membros, permi-
tindo-nos, assim, asserit que » ndo é igual a #-+1. Mas sem
esse axioma seriamos deixados com a possibilidade de que # ¢
#+1 fossem, ambos, a classe vazia,

Tlustremos essa possibilidade com um exemplo: Suponha-
mos que existissem ecxatamente pove individuos no mundo.
{Quanto aoc que signifique a palavra “individuo”, devo pedir
ao leitor que seja paciente.} Entdo, os cardinais indutivos de
0 a 9 seriam como esperamos que sejam, mas 10 {definido como
9+41) seria a classe vazia. Cabe lembrar que #4+1 pode ser
definido como se segue: #-+1 € a colegio de todas as classes
que ém um termo x tal que, quando x ¢ retirado, permanece
uma classe de » termos. Aplicando agora essa definigiio, vemos
gue, No caso suposto, 941 € uma classe consistindo de nenhuma
classe, isto €, é a classe vazia. O mesmo sera verdadeiro para
942 ou, de modo geral, para 94», a menos que » seja zero.
Assim, 10 ¢ todos os cardinais indutivos subseqlientes serdo
idénticos, porquanto serdo todos a classe vazia. Em 1al caso, os
cardinais indutivos ndo formario uma progressio, nem tam-
pouco serda verdadeiro que dois cardinais indutivos tenham o
mesmo sucessor, porquanto 9 e 10 serdo, ambos, sucedidos pela
classe vazia (sendo 10, ele praprio, a classe vazia.) E para
impedir tais catdstrofes aritméticas que necessitamos do axioma

da infinidade,

Realmente, enquants nos contentarmos com a aritmética
dos inteiros finitos, ndo introduzindo nem os inteiros infinitos,
nem as classes infinitas, nem a série de inteiros finitos ou de
razGes, ser-nos-d possivel obter todos os resultados desejados
scm o axioma da infinidade. Equivale a dizer, podemos lidar com
a2 adigdo, a multiplicagio e a exponenciagio dos inteiros {initos ¢
de razdes, mas ndo podemos lidar com inteiros infinitos ou irra-
cionais. Assim, a reoria do cransfinito e a teoria dos niimeros
reais nos falham. Deve ser agora explicado como surgem esses
resultados.

Admitindo que o nimero de individuos no mundo seja #,
o nimero de classes de individuos serd 2" Isso, em virtude
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da proposicic geral mencionada no capitulo VIIH, de que o
nimero de classes contidas em uma classe gue tem » membros
é 2", Acontece que 2" € sempre maior do que #. Porranto, o
niimero de classes no mundo € maior do que o ndmero de
individuos. Se supusermos, agora, que o nimere de individuos
seja 9, como fizemos hd pouco, o nmimero de classes serd 2%, isto
€, 512. Assim, se aplicamos os nossos nimeros # contagem de
classes em vez de 4 contagem de individuos, a nossa aritmética
serd normal até atingirmos 312: o primeiro nimero a ser nulo serd
513. E, se avancarmos até as classes de classes, sair-nos-emos
ainda melhor: o ndmero delas serd 2°%, mimero que € tdo
grande que chega a atordoar & imaginagdo, porquanto tem cerca
de 153 algarismos. E, se avangarmos ainda mais até s classes de
classes de classes, obteremos um ndmero representado por 2
elevado a uma poténcia que tem cerca de 153 algarismos;
o numeto de algatismos desse nimero serd igual a aproximada-
mente trés vezes 10", Em uma época de escassez de papel ¢
indesejdvel escrevermos esse nUmero por €x1€nso, €, st qul
sermos outros ainda maiores, podemos obté-los caminhando
mais ao longo da hierarquia légica, Dessa maneira, poder-se-d
fazer com que qualquer cardinal indurivo encontre o seu lugar
entre os nimeros que nio sio nulos, meramente caminhando
uma distancia suficiente 20 longo dessa hierarquia.*

No tocante 4s razoes, temos um estado de coisas muito
semelbante.  Para que uma razio /v tenha as propriedades
esperadas, deve haver suficientes objetos contados, seja de que
género for, para garantir que a classe vazia ndo se imponha ino-
portunamente. Mas isso pode ser garantido, para qualquer razao
/v dada, sem o axioma da infinidade, meramente caminhando-se
uma distincia suficiente ao longo da hierarquia. Se ndo pu-
dermos ter éxito contando individues, podemos tentar contar
as classes de individuos; se ainda assim ndc formos bem suce-
didos, podemos tentar contar as classes de classes, e assim por
diante. Finalmeate, por poucos que sejam os individuos no
mundo, atingiremos um ponto em gque haverd mais do que p
objetos, seja 1 qual nidmero indutivo for. Mesmo que ndo
hovvesse individuo algum, isso ainda seria verdadeiro, pois
existiria uma classe, a saber, a classe vazia, 2 classes de classes

*  Sobre esse assunto ver Principia Mathematicn, vol. IL ¥ 120 s,
Sohre o problema correspondente relativo s raxdes, ver ibid., vol. III
# 303 ss.

O Axioma pa InFiNzape £ os Tiros LoGicos 131

{a saber, a classe vazia de classes ¢ a classe cujo Unico membro
¢ a classe vazia de individuos), 4 classes de classes de classes,
16 na etapa seguinte, 65.536 na outra seguinte, e assim por
diante. Assim, nao & necessdrio uma suposicio como o axioma
da infinidade pasa se chegar 2 qualquer razio dads ou a qualquer
cardinal indutive dado.

E quando desejamos lidar com toda a classe ou série de
cardinais indutivos ou de razdes que se faz necessdrio o axioma.
Necessitamos de toda a classe de cardinais indutivos para esta-
belecer a existéncia de R, e de toda a série para estabelecer
a existéncia de progressdes; para tais resultados, seremos capazes
de formar uma tnica classe ou séric na qual nenhum cardinal
indutivo € nulo. Necessitamos de toda a séric de razdes em
ordem de grandeza para definir os mimeros reais como segmen-
tos: essa definicio ndo dard os resultados desejados, a niao ser
que a série de razoes seja compacta, o que ela niv poderd ser se
¢ mimero toral de razdes, na etapa considerada, for finito,

Seria natural supor-se — como eu préprio supus em tempos
idos — que o axioma da infinidade pudesse ser provado por
meio de construcles como as que vimos comsiderando. Pode
dizer-se: Admitamos que o nimero de individuos seja #, po-
dendo # ser 0 sem prejudicar o nosso argumento; entdo, se
formatmos o conjunto completo de individuos, classes, classes
de classes, etc, todos iomados conjuntamente, o ndmero de
termos em nosso conjunto inteiro serd

pk27 422" L ud inf,

que ¢ R, Assim, tomande todos os objetos juntos e ndo nos
limitando a objetos de determinado tipo, obtetemos, certamente,
umna classe infinita, ndo necessitando, portanto, do asiomu da
infinidade. E o que se pode dizer,

Mas, antes de tratarmos desse argumento, a primeira coisa
a observar ¢ que hd um ar de prestidigitacio em torno dele:
lembra por vezes o midgico a tirar coisas de dentro do chapéu.
Aquele que lhe tenha emprestado o chapéu estd bem certo de
que ndo havia um coelho vive dentro do mesmo, mas fica em
apuros para dizer que v coelho fol 14 colocado.  Assim, o leitor,
case tenha vigoroso senso de realidade, sentir-se-4 convencido
da impossibilidade de se produzir uma colecdo infinita com uma
colecao de individuos, embora esteja incapacitado para dizer
onde estd a falha na construgdo acima. Seria um erro exagerar
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demasiadamente tais sentimentos de prestidigitagdo; 4 seme-
ihanca de outras emogdes, poderie nos extraviar. Mas nos ddo
uma base prima facie para pesquisar muito de perto qualquer
argumento que as provoque. Sou de opinido que, quando o argu-
mento acima for esmiucado, provard ser falso, embora a faldcia
seja sutil e de modo algum fécil de ser consistentemente evitada.

A falsidade envolvida ¢é a faldeia que pode ser chamada
“confusio de tipos”. A explicagdo completa de assunto “tipos”
exigiria um volume inteiro; mais ainda, o propdsito deste livro
¢ evitar as partes do assunto em geral que ainda sejam obscuras e
controversas, isolando, para conveniéncia dos principiantes, as
partes que podem ser aceitas como corporificando verdades
matematicamente estabelecidas., E a teoria dos tipos, deve-se
acentuar, ndo pertence A parte acabada e certa de nosso assunto:
muito dessa teoria é ainda incipiente, confuso e obscuro, Mas
a necessidade de afguma doutrina de tipos ¢ menos duvidosa do
que a forma precisa que a doutrina deva assumir; g, em conexio
com o axioma da infinidade, é especialmente facil ver a necessi-
dade de alguma doutrina como essa.

Essa necessidade resulta, por exemplo, da “contradigio do
major cardinal”. Vimos, no capftulo VIII, que o nimero de clas-
ses contidas em uma determinada classe € sempre maior do gue
o nimero de membros da classe, e deduzimos ndv existir um
mimero catdinal maior de todos. Mas se pudéssemos, como
sugerimos hd pouco, fazer a soma total de individuos, classes de
individuos, classes de classes de individuos, etc., obterfamos
uma classe da qual suas préprias subelasses seriam membros. A
classe consistindo de todos os objetos que podem ser contados,
sejam eles de que génerc forem, deve, caso exista essa classe,
ter um mimero cardinal que seja a maior possivel. Desde que
todas as suas subclasses serdo seus membros, nao poderd haver
um ndmero destas superior ao nimere de membros. Chegamos,
assim, a uma contradicio.

Quando deparel pela primeira vez com essa contradigio,
ne ana de 1901, tentei descobrir alguma falha na prova de
Cantor de que nido hi um cardinal maior de todos, por nds
apresentada no capitulo VIII. Aplicando essa prova i suposta
classe de todos os objetos imagindveis, fui levado a uma con-
tradi¢fio nova e mals simples, a saber;

A classe compreensiva por nés considerada, que deve abran-
get tudo, deve abranger a si mesma como um de seus membros,
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Em outras palavras, se hd tal coisa chamada “tudo”, entdo tudo
¢ alguma coisa € € um membro da classe do “tudo”. Mas nor-
malmente uma classe ndo é membro de si mesma. A humani-
dade, por exemplo, ndo € um homem. Forme-se agora a reunido
de todas as classes que ndc sio membros de si mesmas. Essa
reunidc ¢ uma classe; serd ou ndo um membro de si mesma?
Se o for, serd uma daquelas classes que ndo sao membros de si
mesmas, isto €, nfo € membro de si mesma. Se ndo o for, nio
serd uma daquelas classes que nio sde membros de si mesmas,
isto €, ela € um membro de si mesma. Assim, das duas hipdieses
— a de que seja e a de que ndo seja um membro de si mesma —
cada uma implica sua contraditéria. Isso é uma contradigio.

Nio hd dificuldade em elaborar contradicdes similares
ad fib. A solugio de tais contradigdes pela teorta dos tipos é
apresentada por inteiro em Principia Mathematica * ¢ também,
mais resumidamente, em artigos deste autor no American Jour-
nal of Mathematics,*™ bem como na Revue de Metaphisigue et
de Morale ***  Para o momento, deve bastar um esboco da
solugio.

A faldcia consiste na formagio do que chamamos classes
“impuras”, isto é, classes que niv sdo puras quanto ac “‘tipo”,
Como veremos em capitulo posterior, as classes sdo ficedes
l6gicas, e wm enunciado que pareca referir-se acerca de uma
classe s¢ serd significante se for capas Je tradugio para uma
forma na qual nio seja feita mengdo alguma 3 classe. Lsso impde
uma limitagdo s maneiras em que possam ocarrer significante-
mente as coisas que sdo, nominal mas ndo realmente, os nomes
das classes: uma sentenca ou um conjunto de simbolos que
em tais pseudonomes ocorrem de maneiras errdneas ndo sio
falsos, mas estritamente carentes de significado. A suposicio
de que uma classe ¢, ou de que ndo €, um membro de si mesma
¢ destituida de sentido justamente dessa maneira. E, corn mais
generalidade, supor-se que uma classe de individuos seja um
membro, ou que nio seja um membro, de outra classe de indivi-
duos serd fazer-se uma suposicio sem sentido; e construir-se
simbolicamente qualquer classe cujos membros ndo sio todos

* Vol I, Intrudugdo, cap. 11, * {2 e * 20; vol. II. Declaragio
Preliminar.

¥*  “Mathematical Logic as based on the Theory of Types”, vol,
XXX, 1908, pp. 222-262.

***  “Les paradoxes de la logique”, 1906, pp. 627-650.
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do mesmo grau na hierarquia légica € usarse simbolos de um
modo que faz com que ndo mais simbolizem coisa alguma.

Assim, se hd » individuos no mundo e 2 classes de indi-
viduos, ndo podemos formar uma nova classe consistindo tanto
de individuos como de classes, tendo #+2" membros. Dessa
maneira, desmorona a tentativa de escapar ao axioma da infini-
dade. Nao pretendo ter explicade a doutrina dos tipos ou
ter feito mais do que indicar, em tracos largos, o porqué da ne-
cessidade de tal doutrina, Visei apenas a dizer somente o que
fosse necessdrio para mostrar que ndo podemos provar a exis-
téncia de nimeros e classes infinitos por tais métodos de
prestidigitador como os que examinamos. Restam, contudo,
certos outros métodos possiveis que devem ser considerados.

Virios argumentos declarando provar a existéncia de clas-
ses infinitas sdo apresentados em Principles of Mathematics,
rardg. 339 (p. 357}. Jd tratamos desses argumentos no quanto
assumem que, se # € um cardinal indutive, # ndo é igual a #+1,
H4 um argumento, sugerido em uma passagem do Parménides,
de Platdo, segundo o qual, se existe um nimero tal que 1,
entdo 1 tem ser; mas 1 nio € idéntico ao ser, e, portanto,
1 e o ser sio dois, e, portanto, existe um nimero tal que 2;
mas 2 junto com 1 ¢ com o ser dio uma classe de trés termos,
e assim por diante. Esse argumento € falacioso, em parte
porque “ser” nio é um termo que tenha qualquer significado
definido, e, ainda mais, porgue, se fosse inventado um signifi-
cado definido para ele, constatar-se-la que os numeros ndo tém
ser — sdo, na verdade, o que se chama “‘ficgdes légicas”, como
veremos quando considerarmos a defini¢ao de classes.

QO argumento de que o oumero de mimeros de 0 a #
{ambos incluidos} é »+1 depende da suposicio de que até
# e incluindo # nenhum mimero € igual ao seu sucessor, o que,
como vimos, ndo serd sempre verdadeiro se o axioma da infi-
nidade for falso. Deve ficar entendido que a equagdo n=n--1,
que pode ser verdadeira para um # finito se # exceder o numero
total de individuos no mundo, € bem diferente da mesma
equagdo quando aplicada a um mimero reflexivo. Quando apli-
cada 2 um mimero reflexivo, ela significa que, dada uma classe
de # termos, essa classe é “'similar™ dquela obtida pela adigdo de
mais outro termo. Mas quando aplicada a um nimero demasia-
damente grande para o mundo real, ela meramente significa ndo
haver classe algama de » individuos e classe alguma de #4-1
individuos; nac significa que se percotrermos suficientemente a
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hierarquia dos tipos para garantir a existéncia de uma classe de
# 1e[MOs, CONStatdIemos entdo ser essa classe “similar’” a uma
de #+41 termos, porque, se # for indutivo, este ndo serd o caso,
independentemente da verdade ou falsidade do axioma da
infinidade,

Hdi um argumento empregado tanto por Bolzano * como
por Dedekind ** para provar a existéncia de classes reflexivas.
E o seguinte, em resumo, o argumento: Um objeto ndo &
idéntico & id4ia do objeto, mas hd (pelo menos no reino da
existéneia) uma idéia de qualquer objeto. A relagdo entre um
objeto e a idéia que se tenha dele é de um-para-um e as idéias
sdo apenas algumas entre os objetos. Portanto, a relagio “idéia
de” constitui uma reflexdo de toda a classe de objeros em uma
parte de si mesma, a saber, na parte que consiste de idéias.
Conseqiientemente, a classe de ohjetos e a classe de idéias sao,
ambas, infinitas. Esse argumento ¢ interessante, ndo apenas
por si, mas também porque os erros nele contidos {ou o que
considero erros) sio de uma espécie que € instrutive notar. O
principal erro consiste em admitit que haja uma idéia de cada
objeto. E, naturalmente, excessivamente dificil decidir-se o que
se quer dizer por “idéia”; mas admitamos gque o saibamos.
Devemas, entao, supot que, comegando (digamos) com Sécra-
tes, haja a idéia de Sdcrates, e assim por diante, ad infinitum,
Mas estd claro que este nfio é o case no sentido de todas essas
idéias terem existéncia empirica real na mente das pessoas,
Depois da terceira ou quarta etapas, elas se tornam mfricas.
Para que o argumento possa ser sustentado, as pretendidas
“idéias” devem ser idéias platdnicas situadas no céu, porquanto
elas certamente nio se enconttam na Terra. Mas entio torna-se
fogo duvidoso que existam tais idéias. Para que possamos saber
que existem, devemos basear-nos em alguma teoria ldgica, pro-
vando ser necessdrio a uma coisa que haja uma idéia nela. Cer-
tamente ndo podemos obter esse resultado empiricamente, ou
aplicd-lo, como o faz Dedekind, ao “meine Gedankeniwelt’ —
o mundo dos meus pensamentos.

Se estivéssemos interessados em examinar plenamente a
relagio entre idéia e objeto terfamos de entear em vdrias inda-
gagdes psicoldgicas e [Ogicas que nio sdo relevantes ac nosso
principal proposito. Mas alguns outros pontos adicionais devem

Borzaxo, Paradoxien des Unendlichen, 13.
Depexinn, Was sind und was sellen die Zahlen? N° 66.

-]
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ser notados. Para que “idéia” possa ser psicologicamente enten-
dida, poderd ser idémtica ao cbjeto ou poderd indicar uma des-
crigdn {em sentido que serd explicado em capitulo subseqiiente).
No primeiro caso, o argumento falha, porque foi essencial i
prova da reflexibilidade que objeto e idéia fossem distintos.
No segundo caso, o argumento também fatha, porque a relagdo
entre objeto e descri¢do ndo ¢ de um-para-um; hd inumerdveis
descricdes corretas de qualquer objeto dado. Sécrates (e.g.)
pode ser descrito como “‘o mestre de Platdo” ou como “o fildsofo
que tomou cicuta” ou como ‘o marido de Xantipa”. Se —
considerando as hipdteses restantes -— “idéia” deve ser psico-
logicamente interpretada, deve ser mantido que nio héd entidade
psicoldgica definida alguma gque possa ser chamada a4 idéia do
objeto no sentido em que podemos dizer “minha idéia de Sécra-
tes ¢ bem diferente da sua”, mas niio hd entidade central alguma
(exceto o préprio Sdcrates) a ligar todas as “idéias de Sécrates™,
nio havendo, portanto, uma relagio de um-para-um entre idéia
e objeto, como ¢ suposto pelo argumento, Naturalmente, nem £
tampouco psicologicamente verdadeiro, como 4 vimos, que haja
idéias (por mais extenso que seja o sentido) de mais do que
uma diminuta proporgdo das coisas do mundo. Por todas essas
razdes o argumento acima em favor da existéneia légica das
classes reflexivas deve ser rejeitado.

Poder-se-d pensar que, diga-se o que se disser em favor
dos argumentos [dgicos, os argumentos empiricos deriviveis do
espage e do tempo, a diversidade de cores, etc., sio assaz sufi-
clentes para provar a existéncia real de um némero infinito de
particulares. Nao creio nisso. N2o temos razao zlguma, a ndo
ser o preconceito, para acreditar na extensao infinita do espago
e do tempo, pelc menos ne sentido em que espaco € tempo sdo
fatos fisicos e nao ficgdes matemdticas, Naturalmente conside-
[2MOos © espago € o tempo continuos, ou, pelo menos, compactos:
mas isso é também principalmente um preconceito. A tecria
dos “quanta”, da Fisica, seja falsa ou verdadeira, ilustra o faiv
de a Fisica jamais poder ter a prova da continuidade, embora
talvez, bem possivelmente, tenha uma prova em contrdrio. Os
sentidos ndo sdo suficientemente exatos para distinguir entre
movimente continuo e sucessao discreta rdpida, como gqualguer
um poderd descobrir em um cinema. Um mundo no qual todo
movimento consiste de uma série de peqguenas sacudidelas finitas
seria empiricamente indistinguivel de outre no qual o movi-
menio fosse continuo, A defesa adequada dessas teses tomaria
muito espago; no momento, eu as eston meramente sugerindo
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para considera¢io do leitor, Se sdo vilidas, segue-se que nio
h4 razio empirica alguma para se acreditar que o mimero de
particulares no mundo seja infinito ¢ segue-se também que
jamais poderd haver tal razio; segue-se ainda que nio hi no
presente razio empirica alguma para se acreditar seja aquele
nimero finito, embora seja teoreticamente concebivel que algum
dia possa haver, conquanto ndo conclusivamente.

Do fato de o infinito ndo ser autocontraditdrio, mas tam-
bém nac logicamente demonstrével, devemos concluir que nada
se pode saber # priori quanto a ser ¢ ndmero de coisas no mundo
finito ou infinito, A conclusio ¢, portanto, adotando uma fraseo-
logia leibniziana, que alguns dos mundos possiveis sio finitos,
alguns infinitos, e nfio temos meios de saber a qual dessas duas
espécies pertence realmente o nosso munde real. O axioma da
infinidade serd verdadeiro em alguns dos mundos possiveis e
falso em outros; ndo podemos dizer se é ou n#o verdadeiro
neste mundo.

Em todo este capitulo, os sindnimos “individuo™ e “parti-
cular” foram usados sem explicagio. Seria impossivel explicd-los
adequadamente sem uma dissertagdo mais longa sobre a teoria
dos tipos do que seria préprio no presente trabalho, mas algumas
palavras antes de deixarmos este tdpico poderdo contribuir um
pouco para diminuir a obscuridade que de outro modo envolveria
o significado dessas palavras,

Em um enunciado corrente, podemos distinguir um verbo,
expressando um atributo ou relagio, dos substantivos que expres-
sam o sujeito do atributo ou os termos da relagdo. “César vivia”
imputa um atributo a César; “Bruto matou César” expressa
uma relagdo entre Bruto e César. Usando a palavra “sujeito”
em um sentido generalizado, podemos chamar ambos Bruto e
César sujeitos dessa proposigio: o fato de Bruto ser gramati.
calmente o sujeito e César o objeto € logicamente irrelevante,
porquanto a2 mesma ocorréncia pode ser expressa nas palavtas
“César foi morto por Bruto”, em que César € o sujeito grama-
tical. Teremos, assim, em um génerc mais simples de proposigio,
um attibuto ou relagio entre um, dois ou mais "‘sujeitos” no
sentido amplo. (Uma relagdo pode ter mais de dois termos:
eg., “"A dd B a C” € uma relagiio entre frés tertnos.) Mas
acontece freqilentemente que, em exame mais acurado, cons-
tata-se que oO§ sujeitos aparentes ndo sio realmente sujeitos,
mas sfio capazes de andlise; o tnico resultado disso é, contudo,
que novos sujeitos tomam o seu lugar. Também acontece que
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o vetbo pode ser, gramaticalmente, tornado o sujeito: e.g, po-
demos dizer que “matar € uma relacio que se estabelece entre
Bruto e Césat”. Mas em tais casos a gramdtica é enganoss, e
em um enuncado direto, seguindo as regras que devem guiar
a gramdtica filosdfica, Bruto e César aparecerio como os su-
jettos € matar como © verbo.

Somos assim levados a4 concepgio de termos que, guando
ocorrem em proposigoes, podem somente ocotrer come sujeitos
e nunca de qualquer outra maneira. Isso ¢ parte da velha
definigdo escoldstica de substincia; mas a persisténeia através
dos tempos, que pertenceu Aquela nogio, ndo forma parte alguma
da nogio em que estamos interessados. Definiremos “nomes
proprios” como sendo os termos que sé podem ocorrer como
sufeitos em proposicdes (usando “sujeito” no sentido ampliado
hé pouco explicado). Definiremos ainda “individuos™ ou “par-
ticulares” como os objetos que podem ser nomeados por nomes
peoprios.  { Seria melhor defini-los diretamente, e nde potr meio
da espécie de simbolos pelos quais sao simbolizados; mas para
fazé-lo teriamos de mergulhar mais fundo em metafisica do
que € aqui desejdvel.) E, naturalmente, possivel que haja uma
regressdo intermindvel: que, o que parega um particular, seja
realmente, a um estudo acurado, alguma classe, ou uma espécie
de complexo. Se este for o caso, o axioma da infinidade deve,
sem duvida, ser verdadeiro. Mas se ndo for o caso, deve ser
teoreticamente possivel A andlise atingir objetos dltimos, e
sdo estes que dao o significado de particulares ou individuos.
E 20 nimero destes que se admite aplicar o axioma da infini-
dade. Se for verdadeiro no tocante a eles, sé-lo-d no tocante
a classe deles, a classes de classes deles, e assim por diante, da
mesma forma, se for falsc no tocante a eles, sélo-d através
de toda essa hierarquia. Portanto, é natural enunciarse o
axioma relativamente = eles do que a qualquer estdgio da hierar-
quia. Mas parece nao haver método algum para se saber se o

-

axioma ¢é verdadeiro ou falso.

CAPITULO XIV

Incompatibilidade e teoria da dedugéo

JA EXPLORAMOS, £ BEM VERDADE que algo apressadamente, a
parte da Filosofia Matemdtica que ndo exige um exame critico
da idéia de classe. Contudo, nés nos defrontamos, no capitulo
precedente, com problemas que tormam imperativo ral exame.
Antes de empreendé-lo, devemos considerar certas outras partes
da Filosofia Matemética que até entdo ignoramos. Em um trata-
mento sintético, as partes pelas quais nos interessaremos agora
vém primeiro: sdo mais fundamentais do que qualquer coisa
que discutimeos até agora. Trés tdpicos nos preocuparic antes
de atingirmos a teoria das classes, a saber: 1) a teoria da de-
dugdo, 2) fungbes proposicionais, 3) descrigdes. Destas, a ter-
ceira ndo estd logicamente pressuposta na teoria das classes,
mas ¢ um exemplo mais simples da espécie de teoria que ¢
necessdria para se lidar com classes. E o primeiro tdpico, a teoria
da deducdo, que nos ocupard no presente capitulo,

A Matemdtica ¢ uma ciéncla dedutiva: partindo de certas
premissas, chega, por um estritc processo de dedugio, aos vdrios
teoremas que a constituem. E verdade que, no passado, as
dedugbes mateméticas eram com freqiiéncia muito destituidas
de rigor; é também verdade que o rigor é um ideal dificilmente
alcancdvel. Nio obstante, se faltar rigor em uma prova mate-
mdtica, ela serd, sob esse aspecio, defeituosa; ndo constitui
defesa a alegagio de que o senso comum mostra ser o resultado
correto, porquanto, se rivéssemos de comfiar nisso, melhor seria
abandonar completamente o argumento do que trazer a falicia
em socorro do senso comum. Nenhum apelo a0 senso comum,
ou “intui¢dc” ou qualquer cuira coisa que nio a estrita logica
dedutiva, deve ser necessirio 3 Matemitica apds estabelecidas
as premissas.
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Kant, tendo observado que os gedmetras de sua época ndo
podiam provar seus teoremas somente por meio do argumento,
tendo de apelar para a figura, inventou uma teoria do racioclnio
matemdtico segundo a qual a inferdncia nunca € estritamente
Idgica, exigindo sempre o apoio do que é chamado “intuigio”.
Toda a tendéncia da Matemética moderna, com sua crescente
exigéneia de rigor, tem sido contrdria a essa teoria kantiana,
As coisas da Matemidtica dos dias de Kant que nfio podem ser
provadas ndo podem ser conbecidas — por exemplo, o axioma
das paralelas, O que se pode conhecer, em Matemdtica, e por
métodos matemdticos, é o que pode ser deduzido da Ldgica
pura. Qualquer cutra coisa que deva pertencer ac conheci-
mento humano deve ser apurado de outro modo — empiri-
camente, através dos sentidos ou através da experiéncia sob
alguma forma, mas ndo ¢ priori. As bases positivas dessa tese
sao encontradas em Principia Mathematica, passim; uma defesa
controversa da mesma € feita em Principles of Mathematics.
Nada mais podemos fazer, aqui, do que indicar aqueles trabalhos
ao leitor, porquanto o assunte € por demais vasto para um trata-
mento apressado. Entrementes, admitiremos gue toda a Ma-
temdtica sefa dedutiva, passando a investigar o que estd envolvido
na dedugio.

Na dedugiio, temos uma ou mais proposi¢des chamadas
premissas, a partir das quais inferimos uma proposigde chamada
conclusgo. Para os nossos propGsitos, serd conveniente, quando
haja originalmente vdrias premissas, fundi-las em uma 1inica
proposi¢io, para que possamos falar de a premissa e de ¢ con-
cluséio.  Assim, podemos considerar a dedugio como um processo
pelo qual passamos do conhecimento de certa proposicio, a
premissa, para o conhecimento de uma certa outra proposigiio,
a conclusdao. Mas ndo devemos considerar tal processo uma
deduciio ldgice, a menos que ela seja correta, isto é, a menos
que haja tal relagio entre premissa e conclusdo que tenhamos
o direite de acreditar na conclusio se soubermos ser a premissa

verdadeira, E essa relagio o que constitul o interesse principal
na teoria l6gica da dedugio.

Para que possamos estar validamente capacitados para
inferir a verdade de uma proposicao, temos de saber que outra
proposicio € verdadeira e gue hd entre as duas uma relacio do
género chamade “implicagio™, isto &, que {como costumamos
dizer) a premissa “implica” a conclusio. (Definiremos essa
relagio dentro em pouco.) QOu podemos saber gue uma certa
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outra proposigio ¢ falsa & que hd uma relagio entre as duas,
do género chamado “disjungo”, expressada por “p ou g”.* de
modo que o conhecimento de que uma € falsa nos permite
inferir que a outra € verdadeira. Mais ainda, pode ser que
estejamos intetessados em inferir a falsidade de alguma propo-
sico e ndo sua verdade de outra proposicio, desde que saibamos
serem as duas fncompativels, isto €, que, se uma é verdadeira,
a outra & falsa. Também poderd ser inferida a partir da falsi-
dade de outra proposi¢do, nas mesmas citcunstdncias em que
2 verdade da outra poderia ter sido inferida a partir da verdade
da primeira; isto €, podemos inferir a falsidade de ¢ a partir da
falsidade de p, quando ¢ implica p. Todos esses guatro casos
sdo casos de inferéncia. Quando a nossa mente se fixa na infe-
réncia, parece natural tomar a “implicagio” como relacao primi-
tiva fundamental, por set essa a relagio que deve existir entre
p € ¢ para que possamos esiar capacitados a inferir a verdade
de ¢ a partir da verdade de p. Mas, por razdes técnicas, essa
ndo & a melhor idéia primitiva a escolher. Antes de passarmos
is idéias e defini¢bes primitivas, consideremos mais as virias
funcdes das proposiches sugeridas pelas relagbes entre as propo-
si¢hes acima mencionadas,

A mais simples de tais fungSes € a negativa “‘ndo-p”. Trata-
.se da fungio de p que ¢ verdadeira quando p € falsa, ¢ falsa
guando p é verdadeira. E conveniente falar-se da verdade de
uma proposicdo, ou de sua falsidade, como “valor-verdade”;**
isto &, a verdade é o “valor-de-verdade” de uma proposicio
verdadeira, e a falsidade de uma proposigao falsa. Assim, ndo-p
tem o valor-deverdade oposto ac de p.

Podemos considerar, a seguir, a disjungdo, *'p ou g”. Tra-
ta-se de uma fungio cujo valor-de-verdade é a verdade guando
p & verdadeira e também quando ¢ o €, mas € falsidade quando
ambas p e ¢ sio falsas.

Consideremos a seguir a conjungio, “p ¢ ¢”°. FEsta fungio
tem a verdade para o seu valor-de-verdade quando p e ¢ sdo
ambas verdadeiras; caso contrdrio, tem a falsidade como seu
valor-de-verdade.

Depois consideremos a incompatibilidade, isi0 €, “p ¢ ¢
nao sdo ambas verdadeiras”. Trata-se da negagao da conjungéo;

*  Usaremos as letras p, g, 7, 5, ! para denotar varidveis para pro-

posi¢ies,
**  Este termo ¢ devido a FrEck.
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¢ também a disjungio das negacdes de p e ¢, isto &, a fungdo
“ndo-p ou ndo-g”. O seu valor-de-verdade é a verdade quando
p ¢ falsa, e, do mesmo modo, quando g € falsa; seu valor-de-
-verdade ¢ a falsidade quando p e ¢ sdo ambes verdadeiras.

) Coniidcremos, por I;I‘l(im(), a implicagdo, sto €, “p implica
g”, ou, “se p, entdic ¢g”. Isso deve ser entendido no mais
amplo sentido que nos permita inferir a verdade de g se co-
nhecermos a verdade de p.  Assim, nds a interpretamos como
significando: A menos que p sefa falsa, ¢ serd verdadeita”,
ou eniao, “ou p ¢ falsa ou ¢ € verdadeira”. (O fato de “implica”
ser capaz de outros significados ndo nos interessa; este € ©
significado que nos € conveniente.} Equivale a dizer, “p implica
g" deve significar “‘ndo-p ou ¢": seu valor-de-verdade tem de
ser a verdade se p for falsa, igualmente se g for verdadeira,
e tem de ser a falsidade se p for verdadeita e ¢ falsa.

Temos assim cince fungdes: a negagio, a disjungo, a con-
jungdo, a incompatibilidade e a implicagio. Poderiamos ter acres-
centado outras, como, por exemplo, a falsidade conjunta, “nio-p
e nio-g”, mas as cinco acima bastardo, A negagio difere das
ourras quatro pelo fato de ser uma fungio de wma proposigao,
enquanto as outras sdo fungdes de duas, Mas todas cinco con-
cordam em que scus valores-de-verdade dependem apenas dos
valores-de-verdade das proposicbes que sdo seus argumentos.
Dada a verdade ou a falsidade de p, ou de p e ¢ (conforme o
cas0), nos sio dadas a verdade ou a falsidade da negacdo, dis-
juncao, conjungido, incompatibilidade, ou implicagio. Uma fungéo
de proposicdes que tem essa propriedade € chamada uma “fun-
¢Zo-de-verdade”,

O significado total de uma fungio-de-verdade é exaurido
pelo enunciado das circunstineias sob as quais ela € verdadeira
ou falsa, A fungio “ndo-p”, por exemple, € simplesmente a
funcio de p que ¢ verdadeita quando p € falsa, e falsa quando
t € verdadeira: nio hd qualquer outro significado que lhe possa
ser assinalado. O mesmo se aplica a “p ou ¢” e is demais.
Segue-se que duas fun¢des-de-verdade que tém o mesmo valor-
-de-verdade para todos os valores do argumento sio indistingui-
veis. Por exemplo, “p e ¢4 ¢ a negagio de "“nio-p ou ndo-g" €
vice-versa; assim, qualquer das duas pode ser defimida como
a negagdo da outra. Niao hd qualquer outro significado adicional
em uma fungio-de-verdade além das condicdes sob as quais ela
¢ verdadeira ou falsa.
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E claro que as cince fungdes-de-verdade acima ndo so rodas
independentes. Podemos definir algumas delas em termos de
putras. Nio hd grande dificuldade em reduzir o mimeroe a duas;
as duas escolhidas em Principia Mathematica sio nega¢io e dis-
jungdo. A implicagdo € entdo definida como “ndo-p ou ¢7; a
incompatibilidade, como “nido-p ou ndo-g¢”; a conjun¢io, como
a negacdo da incompatibilidade, Mas Sheffer * mostrou que
podemos contentar-nos com #ma idéla primitiva para todas as
cinco. € Nicod ** mostrou que isso nos permite reduzir as pro-
posi¢des primitivas exigidas na teotia da dedugio a dois principios
nao-formais e a um formal. Com esse propdsito, podemos tomar
para nossa fungdo indefinfvel ou a incompatibilidade ou a fal-
sidade conjunta. Escolheremos a primeira.

A nossa idéia primitiva €, agora, uma certa fungdo-de-ver-
dade chamada “incompatibilidade”, que denotaremos por p/y.
A negasio pode ser imediatamente definida como a incompati-
hilidade de uma proposigda consigo mesma, isto ¢, “ndo-p” &
definida como “p/p”. A disjungio é a incompatibilidade de
nfo-p e ndo-g, isto é, ela € (p/pY {g/q). A implicacio € a
incompatibilidade de p e nio-g, isto é, p/g/g. A conjungio
¢ a negagio da incompatibilidade, isto ¢, ela é (p/9)(p/q).
Assim, todas as outras gquarro fungdes sio definidas em termos
da incompatibilidade,

E ¢bvia a inexisténcia de limite para a formagio de fun-
¢Oes-de-verdade, seja pela introducdo de mais argumentos ou
pela repeticao dos argumentos. O que nos interessa é a conexio
desse assunto com a inferéncia.

Se sabemos que p é verdadeira € que p implica g4, podemos
passar a asserir 4. Ha sempre inevitavelmente algo psicoldgico
relativamente & inferéncia: a inferdncia ¢ um método pelo qual
chegamos a um novo conhecimento, e o gue nidc € psicoldgico
a seu respeito é a relagdo que nos permite inferit corretamente;
mas a passagem real da asser¢do de p para a asser¢io de ¢ € um
processo psicoldgico e nao devemos procurar represents-fo em
termos puramente légicos.

Na pratica matemdrica, quando inferimos, temos, sempre,
alguma expressdo contendo varidveis para proposices, digamos
J e ¢, que sabemos, em virtude de sua forma, ser verdadeira

Trans. Am. Math, Soc., vol, XIV, pp. 481-388.
¥ Proc. Camb. Phil. Sec., vol. XIX, I, janeiro de 1917,
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para todos os valores de p e g4; temos também alguma outra
expressdo, parte da primeira, que também sabemos verdadeira
para todos os valores de p e ¢; ¢, em virtude dos principios de
inferéncia, podemos desprezar esta parte de nossa expressio
original, € asserir o que restar. Essa considerag@o algo abstrata
pode ser tornada mais clara por meio de uns poucos exemplos.

Admitamos conhecer os cinco principios formais da dedugio
enumerados em Principia Mathematica. {Nicod os reduziu a um,
mas, como se irata de uma proposicao complicada, comegaremos
com as cinco.) Essas cinco proposigdes sio:

1) “p ou p” implica p — isto €, se ou p é verdadeira ou
¢ ¢ verdadeira, entio p € verdadeira.

,J'

2) g implica “p ou ¢”" — isto é, a dis}ungﬁo de “p ou ¢g”
é verdadeira quando uma de suas alternativas ¢ verdadeira.

3) “p ou ¢ implica “gq ou p”. Isso nilo seria exigido ti-
véssemos nés uma notagio teoricamente mais perfeita, porquanto
na concepsio de disjungdo ndo estd envolvida ordem alguma, de
modo que “p ou ¢” e “g ou p” deviam ser idénticas. Mas como
os nossos simbolos, em qualquer forma conventente, introduzem
inevitavelmente uma ordem, necessitamos de suposi¢Bes apro-
ptiadas para mostrar que a ordem € irrelevante,

4) Se ou p € verdadeira ou “g ou r” é verdadeira, entio
ou ¢ ¢ verdadeira ou “p ou #”’ € verdadeira. (A tor¢io nesta

ptoposicdo serve para aumentar o seu poder dedurive.)
5) Se ¢ implica », entdo “p ou 4" implica “p ou #”.

Esses sdo os principios fermuais de dedugio empregados em
Principia Mathematica. Um principio formal de dedugio tem
duplo uso € é para esclarecer isso que citamos as cinco proposi-
¢des acima. Tem um uso como a premissa de uma inferéneia e
um usop para estabelecer o fato de que a premissa implica a con-
clusio. No esquema de uma inferéncia temos uma proposicio
P & uma proposi¢io ‘‘p implica 4™, a partir das quals inferimos ¢.
Mas quando estamos interessados nos principios de dedugdo, o
nosso aparato de proposigdes primitivas tem de acarretar {veld }
tanto p como ‘‘p implica g” de nossas inferénecias. Equivale a
dizer, nossas regras de dedusdo devemn ser usadas ndc apenas
como regras, que € 0 seu uso para estabelecer “‘p implica g,
mas também como premissas substantivas, isto €, como o p de
nosso esquema.  Suponhamos, por exemplo, que desejamos
provar que se p implica g, entdo se ¢ implica r segue-se que p
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implica ». Temos aqui uma relacio de trés proposigbes que
enunciam implicagdes.  Fagamos

pi=p implica g, p,~¢q implica r € p,~—¢ implica r.

Temos entdo de provar que p, Jmphca que p, implica p,.
Tomemos agora o quinto de 103s0s prmupms acima, substitua-
mos p por nio-p, lembrando que “néo-p ou g é, por definicio,
o mesmo que ‘p implica 4”. Assim, o nosso quinto principio
acarreta;

“Se g implica r, entdo ‘p implica ¢’ implica ‘p implica »* 7
isto &, “p., implica que p, implica p,”. Chamemos a
essa proposicac A.

Mas o quarto de nossos principios, quando substituirmos
P € ¢ por ndo-p e ndo-g, e lembramos a definigio de implicacio,
Lorna-se;

“Se p 1mpllca que g implica ¢, entdo ¢ implica que p im-
plica .

Escrevendo p, em lugar de p, p, em lugar de 4, ¢ p, em
lugar de r, surge a seguinte forma:

“Se p, Jmpllca que py implica p,, entdo P, implica que p.
implica p;”. Chamemos a essa proposicio B,

Provamos, agora, por meio de nosse quinto principio, que:
“p. implica que p, implica p,”, que era o que chamamos A.

Temos aqui, assim, uma instincia do esquema da inferéncia,
porquanto A representa o p de nosso esquema, € B representa o
e - -

p implica ¢”. Portanto, chegamos a g, a saber,

“p, implica que p. implica p,"”,

que era a propogigéo a ser provada. Nesta prova, a adaptagio de
nossa quinte principio, que acarreta A, ocorre como uma pre-
missa substantlva enqudnto a adapta(;ao de nosso quarto prmu-
pio, que acarreta B ¢ usada para dar a forma da inferéncia. Os
empregos formais e materiais de premissas na teoria da deducao
sdo estreitamente entretecidos, ndo sendo muito importante
manté-los separados, desde que nos apercebamos de que eles sao,
em teoria, distintos.
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O mais antigo método de chegar a novos resultados a partir
de uma premissa é o que foi ilustrado na dedugdo acima, mas
que dificilmente podera ser, ele préprio, chamado dedugdo. As
proposiches primitivas, sejam quais forem, devem ser conside-
radas asseridas de todos os valores possiveis das varidveis para
proposicdes p, ¢ e r, que nela ocorrem, Podemos, portanto,
substituit qualquer expressda cujo valor é sempre uma proposicao
por (digamos) p, e.g., nao-p, “s implica #”, ¢ assim por diante.
Por meio de tais substituicbes realmente obtemos conjuntos de
casos especiais de nossa proposicio original, mas, do ponto
de vista pratico, obtemos proposigdes que sio virtualmente novas.
A legitimidade das substituigbes desse tipo tem de ser garantida
por meio de um principio ndo-formal de inferéncia.*

Podemos agora enunciar o dnico principio formal de infe-
réncia a0 qual Nicod reduziu os cinco acima dados. Com esse
propdsito, mostraremos primeiro como certas fun(;ﬁes-de-verf:ladc
podem ser definidas em termos de incompatibilidade. Jd vimos
que

p| (g/g) significa “p implica ¢".

Observamos agora que
p| (4/r) significa “p implica ambos ¢ € r”,

pois essa expressdo significa “‘p € incompativel com a incompa-
tibilidade de ¢ e r”, isto ¢, “'p implica que ¢ ¢ r ndc sac incom-
pativeis”, isto &, “p implica que ¢ e r 530 ambas verdadeiras” —
porquanto, como vimos, a conjungic de 4 e r € a negagao de sua

incompatibilidade.
Observe-se a seguir que ¢; (£/f) significa “# implica a si
mesma’’, Trata-se de um caso particular de p | (¢/4). _
Escrevemos p para representar a negagio de p; assim, p/s
significard a negagio de p/s, isto &, significard a conjungio de
pes. Seguese que:

(s/q) ! pfs

expressa a incompatibilidade de s/¢ com a conjungio de pes;
em outras palavras, enuncia que se p e s sdo ambas verdadeiras,
s/q € falsa, isto €, 5 e ¢ sdo ambas verdadeiras; em palavras

* Tl principio ndc € enunciade em Principia Mathematica ou
no artige de Nwob acima mencionado. Mas isso pareceria uma OMUSsAQ.

INcomPaTIBILIDADE E TEORIA DA DEDUCAG 147

ainda mais simples, enuncia que p e s conjuntamente implicam
$ e g conjuntamente.

Fagamos agora

P = pligfry,
T o= t]{¢/1),
Q = (s/q9)]p/s

Entdo, o dnico principio formal de dedugio de Nicod é:

P|r/Q;
emn outras palavtas, P implica ambos w e .

Ele emptega, em aditamento, um principio nao-formal per-
tencente 3 teoria dos tipos (que ndo precisa interessar-nos) €
um cotrespondente ac principio de que, dado p e dado que p
implica ¢, podemos asserir g. Esse principio é:

“Se pl(r/q) ¢ verdadeira e p ¢ verdadeira, entiic ¢ é ver-
dadeira”. Desse aparato segue-se toda a teoriz da dedugdo,
exceto no que concerna 4 dedugfo a partir ou da existdncia ou
da verdade universal das “‘fun¢des proposicionais™ que conside-
raremos no proximo capitulo.

Hi4, se nic me enganu, uma certa confusio na mente de
alguns autores no tocante as relagbes, entre proposigdes, em
virtude das quais uma inferéncia é vilida. A fim de que possa
ser vdfido inferit ¢ a partir de p, é somente necessdrio que p
pudesse ser verdadeira e que a proposigdo ‘‘nio-p ou ¢”’ pudesse
ser verdadeira. Estd claro que, sempre que tal seja o caso, g
deve ser verdadeira. Mas 56 ocorrerd de fato a inferéncia gquando
a proposicio “nao-p ou ¢” for conbecida de outro modo que ndo
por meio de conhecimento de niio-p ou conhecimento de g
Sempre que p for falsa, “ndo-p ou ¢ serd verdadeira, mas serd
indtil para a inferéncia, a qual exige que p seja verdadeira. Sem-
pre que ji se saiba ser ¢ verdadeira, naturalmente saber-se-d
também ser “ndo-p ou g"' verdadeira, mas isso € também imduil
para a inferéncia, porquanto g j4 € conhecida, nio necessitando,
portanto, ser inferida. Na verdade, a inferéncia sé aparece
quando “nio-p ou g pode ser conhecida sem que ji saibamos
qual das duas alternativas é a que torna a disjungio verdadeira.
Mas as circunstincias sob as quais i5so ocorre sfio aquelas em que
certas relacdes de forma existem entre p e g. Por exemplo,
sabemos que se r implica a4 negagdo de 5, entdo s implica a negagdo
de . Entre “r implica ndo-s" e “s implica ndo-+” hd uma



148 INTRODUCAO A FILOsOF1A MATEMATICA

relacao formal que nos permite saber que 4 primeira implica a
segunda sem termos de saber antes gue 2 primeira ¢ falsa ou
saber que a segunda & verdadeira. E sob tais circunsténcias que a
relacio de implicacdo é praticamente 1til para se tirar inferéncias,

Mas essa relacio formal s6 € exigida para que possamos €siat
capacitados a saber que a premissa ou ¢é falsa ou a conclusdo
¢ verdadeira. E a verdade de “nio-p ou ¢ que se exige para a
validade da inferéncia; o que se faz ainda necessdrio s6 € neces-
sdrio 3 viabilidade pritica da inferéncia. O Professor C. I
Lewis * estudou em especial a relagio formal mais estreita que
podemos chamar ‘“‘dedutibilidade formal”. Sugere ele que a
relacdo mais ampla, a expressada por “ndo-p ou g, nao deve
ser chamada “implicacio”. Isso €, contudo, uma questio de
palavras. Se o uso que fizemos das palavras for consistente,
pouco importa como a definamos. E o seguinte o ponto essencial
de diferenca entre a teoria que defendo e a teoria defendida pelo
Professor Lewis: Ele sustenta que, quando uma proposicio ¢ é
“formalmente deduzivel” de outra, p, a relagio que percebemaos
haver entre elas é a que ele chama “implicacdo estrita’’, que nac
¢ a relacio expressa por “nio-p ou g, mas uma relagao mais
estreita, que s6 se vetifica quando hd certas conexdes formais
entre p ¢ g. Sustento que, haja ou n#o 2 relacao a que ele se
refere, ela serd, de qualquer forma, uma relacao da qual a Mate-
mética ndo necessita, e, portanto, uma relagio que, por questao
geral de economia, nio deve ser admitida em nosso aparato de
nocoes fundamentais; que, seja qual for a relagio de “dedutibi-
lidade formal” entre duas proposigdes, o que ¢ 0 caso ¢ podermos
ver que ou a primeira ¢ falsa ou 2 segunda € verdadeira, ¢ que
nada além desse fato tem de ser admitido em nossas premissas;
e que, finalmente, as razdes de detalhe que o Professor Lewis
alega contra ¢ ponto de vista que defendo podem ser todas
contraditadas em detalhe e dependem, para ser plausiveis, de
uma suposicio dissimulada e inconsciente do ponto de vista que
rejeito.  Concluo, portanto, ndo haver necessidade alguma de
admitir como nogio fundamental qualquer forma de implicaggo
ndo expressivel como uma fqncéo-de-verdade.

¢ Ver Mind, vol. XXI, 1812, pp. 522-331; ¢ vol, XXIII, 1914,
pp. 240-247.

CAPITULL XV

Fungdes proposicionais

QUATDO, NO CAPITULO PRECEDENTE, discutimos as proposi-
¢Oes, nie tentamos dar uma definicio da palavra “proposigio”.
I?Ias, conquanto a palavta nio possa ser formalmente definida,
¢ necessario dizer algo quanto ao seu significado, para evitar a
confusdo muito comum com “fun¢des propusicionais”, que serdo
0 topico deste capitulo. '

Por “proposigio” yueremos dizer primariamente uma forma
de pa‘l‘av{as que expressa o que € ou o verdadeiro ou o falso.
Pigo Hprsmunamente", porque ndo desejo excluir outros simbolos
que ndo os verbais, ou até os meros pensamentos, se eles tiverem
carater simbolico. Mas penso que a palavra *proposicio” deve
set limitada ao que pode, em algum sentido, ser chammado **sim-
l\)olo", e, mais ainda, Aqueles simbolos que déem expressio
a quade ou a falsidade. Assim, “dois ¢ dois sdo quatro” e

dois e dois sdo cinco” serdo proposigdes, o mesmo se dando
com relagio a “Socrates é um homem’ e “Socrates ndo € um
homem”. O enunciado: “Sejam quais forem os nimeros ¢ € &
(a+b)?=a?+2ab+5*" é uma proposicio; mas a simples f()ri
mula “(a+5)2=a*+24b+6*" nio o é, desde que ela nio
assere coisa alguma definida, a menos que nos seja dito, ou
sejamos levados a supor, que 2 e b poderdo ter todos os valoses
possiveis ou deverdo ter estes ou agueles valores. A primeira
destas duz.as condi¢des estd, como de regra, taticamente admitida
na_enunuagﬁq das formulas matemdticas, as gquais se tornam,
assim, proposides; mas se ndo fosse essa suposigdo, elas seriam
funcées proposicionais”. Uma “fungio proposicional” é, na
verda}dc, uma exptessdio contendo um ou mals constituinres inde-
termmai:los tais que, quando lhes sao assinalados valores, a
expressdo se torna uma proposicio. Em outras palavras, ela
¢ uma fungio cujos valores sdo proposicdes. Mas esta dltima
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defini¢do tem de ser usada com cautela. Uma fungao descritiva,
e.g., “a mais dificil proposigdo no trarado matemitico de A",
ndo serd uma funcdo proposicionsl, embora seus valores sejam
proposicdes, Mas em tal caso as proposigbes sao apenas descri-
tivas: em uma fungio proposicional, os valores devem realmente
enunciar proposi¢oes.

T fécil darse exemplos de fungdes proposicionais: “x €
humano” é uma fungio proposicional; enquanto x permanecer
indeterminado, ndo seri verdadeira nem falsa, mas quando um
valor ¢ assinalado a x, ela se rorna uma proposi¢do verdadeira
ou falsa. Qualquer equagio matemitica ¢ uma fungio propo-
sicional. Enquanto as varidveis ndo tiverem valor detinido
algum, a equagio serd meramente uma €Xpressao aguarldandcl
determinacio a fim de se totnar uma proposigio verdadeira ou
falsa. Se for uma equagio contendo uma varidvel, tornarse-a
vetdadeira quando a varidvel for tornada igusl a uma raiz da
equagio, tornando-se, de outre modo, falsa; mas se for uma
“identidade”, seri verdadeira quando a varidvel for qualquer
nimero. A equagio de uma curva no plano ou de uma super-
ficie no espago € uma fungdo- proposicional, verdadeira para
valores das coordenadas pertencentes aos pontos da curva ou da
superficie, falsa para outros valores. Expressoes da Logica tra-
dicional, tais como “todo A € B”, sio fungdes proposicionais:
A ¢ B tém de ser determinados como classes definidas para que
tais expressoes sejam verdadeiras ou falsas.

A nocio de “casos” ou “instdncias” depende das fungdes
proposicionais. Consideremos, por exemplo, a espécie dg pro-
cesso sugerido pelo que € chamado “generalizagdo™ e vejamos
algum exemplo muito primitivo — digamos, “o relﬁmpag’o' é
seguido do trovio”. Temos vérias instdncias™ diss_o, isto &, virias
proposigdes como: “isso é um relimpago e ¢ seguido do trovdo’.
Essas ocorréncias sdo “‘instancias” de qué? Sio instdncias da
fungio proposicional: “Se x ¢ um relimpago, x ¢ seguido de tro-
viio”. Q processo de generalizagio (em cuja validade felizmente
ndo estamos interessados) consiste em passar de diversas dessas
instancias parz a verdade umiversal da fungdo proposicional: “Se
x é um reldmpago, x ¢ seguido de trovao”. Constatar-se-d que,
de maneira andloga, as fun¢Ses proposicionais estio sempre
envolvidas quando falamos de instincias ou casos ou exemplos.

Nio precisamos perguntar ou tentar responder a pergunta:
“Que ¢ uma funcio proposicional?” Uma fungao proposicional
considerada isoladamente pode ser tomada como um mero esque-

FungdEs PROPOSICTONALS 151

ma, um mero invilucro, um receptdculo vazio para o significade
e ndo come algo jd significante. Falando de modo amplo, estamos
interessados de duas maneiras nas f{uncdes proposicionais: pri-
meiro, quando envolvidas nas nogdes de “verdadeira em todos
os casos” e “verdadeira em alguns casos’; segundo, quando
envolvidas na teoria das classes e relagdes. Protelaremos a con-
sideragio do segundo desses tOpicos para um capitulo postetior:
o primeiro nos ocupard agora.

Quando dizemos que algo é “sempre verdadeiro” ou “‘ver-
dadeiro em todos casos”, ¢ claro gue o “alge” envolvido nac
pode ser uma proposicio. Uma proposicdo € apenas verdadeira
ou falsa, ¢ estd terminada a gquestdo. Nio ha casos nem ins-
tancias de "“Sdcrates € um homem™ ou de “*Napoledo morreu em
Santa Helena”. Estas silo proposi¢des e seria sem significado
falar-se de serem verdadeiras ‘‘em todos os casos”. Essa frase
s6 & aplicdvel 3s funcBes proposicionais. Tomemos, por exemplo,
o género de coisa que € freqitentemente dita quando a causagio
estd sendo discutida, (Nio estamos interessados na verdade ou
falsidade do que ¢ dito, mas apenas em sua andlise légica.)
Dizem-nos que A é, em todas as instincias, seguido de B. Mas,
se ha “instdncias” de A, € porque A deve ser algum conceito
geral do qual ¢ significante dizer “'x, é A”, “x, é A7, “x, é A",
¢ assim por diante, onde x,, x,, x, sdo particulares que nio sdo
idénticos entre si. Isso se aplica, ¢ g, ao nosso caso anterior
do relampago. Dizemos que o relimpago (A) ¢ seguido do
trovio (B). Mas os diversos reldmpagos séio particulares, nio
idénticos, mas compartilhando da propriedade comum de ser re-
l?:.mpago. A tnica maneira de expressar uma propriedade comum
de moda geral é dizer que uma propriedade comum a varios
objetos é uma funcdo proposicional que se torna verdadeira
quando qualguer desses objetos € tomado para valor da varidvel.
Neste caso, todos os ohjetos sao “instincias” da verdade da
fungdo proposicional — porque uma funcio proposicional, con-
quanto ndo possa ser por si verdadeira ou falsa, é verdadeira
para certas instancias e falsa para certas outras, 2 menos gue seja
“sempre verdadeira” ou “sempre falsa”. Quando, voltando ao
nosso exemplo, dizemos que A € para todas as instancias seguido
de B, queremos dizer que, seja x o que for, se x for um A, ele &
seguido de um B; isto é, estamos asserindo que uma certa funcio

F}

proposicional é “sempre verdadeira™.

. As sentengas envolvendo palavreas como “sodos”, “rodas”,
cada”, “todo™, “toda”, “um”, “uma”, “o’", “a”, “alguns™, "al-

2
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gumas” exigem uma fun¢io proposicional para sua interpretagio.
A maneira pela qual as fungdes proposicionais ocotrem pode set
explicada por meio de duas das palavras acima, a saber: “tode”
(ou “toda™} e “algum™ {ou “alguma”).

H4, em iiltima andlise, apenas duas coisas que podem ser
feitas com uma fungio proposicional: uma € asserir que ela ¢
verdadeira em fodos os casos; outra é asserir que ela é verdadeira
em pelo menos um caso, ou em alguns casos (como diremos,
admitindo que ndo haverd implicagio necessdria alguma de uma
pluralidade de casos}. Todos os outros usos das fungbes propo-
sicionais podem ser reduzidos a esses dois. Quando dizemos que
uma fungio proposicional ¢ verdadeira “em todos os casos”, ou
“sempre” (como também diremos, sem qualquer sugestdo tempo-
ral), queremos dizer que todos os seus valores sdo verdadeiros.
Se “¢x” ¢ a funcgdo, € a é o género certo de objeto para ser um
argumento para '‘$a”, entio ¢4 serd verdadeira, independente-
mente de como « tenha sido escolhido. Por exemplo, “se a é
humano, # é mortal” € verdadeiro se 2 for humano ou nfo; na
verdade, toda proposicic dessa forma € verdadeira. Assim, a
fungio proposicional *'se x ¢ humano, x ¢ mortal” é “sempre
verdadeira” ou *verdadeira em todos os casos”. Ou, ainda o enun-
ciado “ndo héd unicdraios” é o mesmo que o enunciado “'a fungdo
proposicional ‘x ndc é um unicdrnio’ é verdadeira em todos os
casos”.  As asser¢des do capitulo anterior sobtre proposicoes,
e.g, " ‘pou g implica'qg ou p’ 7, sdo realmente assergdes de que
certas funcbes proposicionais sdo verdadeiras em todos os casos.
Nao asserimos, por exemplo, que o principio acima seja verda-
deiro somente para este ou ayuele p ou g particulares, mas que
sio verdadeiros para qualquer p ou g a respeito do qual possa ser
significantemente asserido, A condigio de que uma fungio deva
ser significante para um determinade argumento € 2 mesma que a
condi¢io de que ela deva ter um valor para aguele argumento,
seja verdadeiro ou falso, O estudo das condi¢des de significacio
pertence 4 doutrina dos tipos, que ndo apreciaremos além do
esboco dado no capitulo precedente.

Nio apenas os principios de dedugdo, mas todas as propo-
sicdes primitivas da Logica, consistem de assergdes de que certas
fungdes proposicionais sio sempre verdadeiras. Se tal ndo fosse
o caso, elas teriam de mencionar coisas ou conceitos — Séerates,
ou vermelhidio, ou Leste ¢ Qeste, ou seja 14 o que for — e,
claro, nao é do-dominio da Logica fazer assergbes que sfo ver
dadeiras relativamente a tal coisa ou conceito, mas ndo relativa-
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mente a outto, E parte da defini¢o de Légica (mas néo sua
defini¢do completa) que todas as suas proposi¢oes sejam comple-
tamente gerais, isto &, todas consistem na assercio de que algumas
fun¢Ges proposicionais nido contendo tetmos constantes 530 sem-
pre verdadeiras. Voltaremas, em nosso capitulo final, 3 discussao
das fungdes proposicionais que ndo contém termos constantes.
No momento, passaremos 2 outra ¢pisa a ser feita com uma
fungio proposicional, a saber, a assercio de que ela € “algumas
vezes verdadeira”, isto ¢, verdadeira para pelo menos uma
instincia.

Quando dizemos “hd4 homens”, isso significa que a funcio
proposicional “x é um homem" ¢ algumas vezes verdadeira.
Quando dizemos “alguns homens sdo gregos”, isso significa que
a fun¢io proposicional “x é um homem e um grego’ é algumas
vezes verdadeira. Quando dizemos *‘canibais ainda existem na
Africa” é algumas vezes verdadeira, isto €, verdadeira para alguns
valores de x. Dizer “hd pelo menos » individuos no mundo”
equivale a dizer que a fungdo proposicional " € uma classe de
individuos ¢ um membro do mimero cardinal #” é algumas vezes
verdadeira, ou, como podemos dizer, é verdadeira para certos
valores de @, Essa forma de expressio € mais conveniente quando
se faz necessdrio indicar qual a varidvel para constituinte que
estamos tomando como argumento para nossa fungio proposicio-
nal. Por exemplo, a fungio proposicional acima, que podemos
abreviar para “‘o € uma classe de # individuos”, contém duas
varidveis, & ¢ . O axioma da infinidade, na linguagem das fun-
¢es proposicionais, é: “A fungdo proposicional 'se # € um nimero
indutivo, é verdadeiro, para alguns valores de a, onde & é uma
classe de # individuos’ é verdadeira para todos os valores possiveis
de »”". H# aqui uma fungao subordinada, o € uma classe de »
individuos™, que se diz ser, com respeito a @, algumas vezes
verdadeira; e a assercio de que isso aconiece, se 2 € um numero
indutivo, é dita ser, com respeito a », sempre verdadeira.

O enunciado de que uma fun¢io #x € sempre verdadeira
¢ a negacdo do enunciado de que ndo-$x ¢ algumas vezes ver-
dadeira, e o enunciado de que ¢x é algumas vezes verdadeira
é a negacgio do enunciado de que ndo-+x é sempre verdadeira.
Assim, o enunciado de que “todos os homens sio mortais” é a
negagio do enunciado de que a fungic “x é um homem imortal”
¢ algumas vezes verdadeira. E ¢ enunciado de gque "hd unicdr-
nios” ¢ a negagio do enunciado de que a fungdo “x nido € um
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unicérnio” € sempre verdadeira.* Dizemos que ¢x ¢ “nunca
verdadeira” ou *sempre falsa” se nio-$x € sempre verdadeirs.
Podemos, se o quisermos, tomar um dos eclementos do par “sem-
pre’’, “algumas vezes” como idéia primitiva, definindo o outro
por meio do primeiro e da negagio. Assim, se escolhermos
“algumas vezes” como idéia primitiva, poderemos definir: ** ‘¢x
¢ sempre verdadeira’ deve significar ‘é falso que ndo-#x € algumas
vezes verdadeira’ ".¥*% Mas, por razdes ligadas 3 teotia dos tipos,
parece mais corfeto tomat-se ambos “‘sempre” e ‘‘algumas vezes”,
como idéias primitivas, defininde com seu auxilio a negaciio de
proposigbes em que ccorrem.  Equivale a dizer, admitinde j4
termos definide {ou adotado como tdéia primitiva) a negagio
das proposigdes do tipo a que x pertence, definimos: “A negagfo
de ‘¢x sempre’ é 'ndo-$x algumas vezes’; e a negagio de
‘dx glgumas vezes' € ‘mio-tx sempre' . De igual modo pedemos
redefinir a disjungio ¢ as outras fungdes-de-verdade, quando
aplicadas a proposi¢hes contendo varifveis aparentes, em termos
das redefini¢es e idélas primitivas para proposigdes niv contendo
varidvel aparente alguma. As proposicdes que nao contém vari-
vels aparentes séo chamadas “proposices elementares”, Dessas,
podetos ascender, passo a passo, usando os métodos hé pouco
indicados, até as teorias das funcdes-de-verdade quando aplicadas
a uma, duas, trés, .. varidvels, ou a qualquer nimero delas até »,
sendo # qualquer niimero finito assinalado.

As formas que sdo tomadas como sendo as mais simples na
Légica formal tradicional estao longe de o ser, envolvendo, todas,
a asser¢ao de todos ou de alguns valores de uma fungio propo-
sicional composta.  Tomemos, para comegar, “todo § é P”.
Admititemos ser § definide por uma fungio proposicional #x, ¢
P por uma fungio proposicional 4 x. Por exemplo, se § € ho-

mens, $x serd “x € humano’; se P ¢ mortais, ¢ serd “hd um
tempo no qual x morre”, Entfo, “todo § € P significa; “* “¢x
implica  x' é sempre verdadeira”. Cabe observar que “todo
§ é P nio se aplica apenas aos termos que nfo sio realmente §5;
diz igualmente algo sobre termos que ndo sio § Suponhamos
deparar com um x gue nio sabemos se € ou nio um §; ainda
assim, o nosso enunciado “todo § € P nos diz algo sobre x, a

Q método de dedugio € dade v Principic Mathematica, vol.
I,*+9

** Por razges lingiiisticas, ¢ freqilcntemenic conveniente, para
evitar sugerir o plural ou o singular, dizer “¢x nao ¢ sempre falsa™ em

¢

vez de Y¢x algumas vezes” ou “¢x & algumnas vezes verdadeira”.
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saber, que se x é um §, entao x é um P. E isso € inteiramente
verdadeiro guando » ndo € um § como quando x € um §. Se
nio fosse igualmente verdadeiro em ambos os casos, a reductio
ad absurdup: nio seria um método vilido; pois a esséneia desse
método consiste em usar implicagdes em caso nos gquais (como
s¢ constata posteriormente) a hipotese € falsa. Podemos situar
a coisa de outro modo. Nido € necessdrio, para entendermos
“rodo § € P, estarmos capacitados a enumerar os termos que
sdo §; desde que saibamos o gue quer dizer ser § e ser P, po-
demos compreender compleramente o que é realmente afirmado
por “rodo § € P”, nfo importando o pouco que possamos
saber das instAncias reais de cada um. Isso mostra que nio é
meramente ©s termos reais que sic S gue sdo relevantes ne
enunciado “todo § é P, mas todos os termos a respeito dos
quais seja significante a suposicio de que eles sejam §, isto €,
todos os termos que sio S, juntamente com todos os termos
que nio sio § — isto €, todos 0s do “tipo” ldgico apropriado.
O que se aplica a enunciados acerca de todos aplica-se também a
enunciados acerca de alguns. “Hi homens”, por exemplo, signi-
fica que “x ¢ humano” ¢ verdadeira para lguns valotes de «x.
Aqui, todos os valores de x {isto &, todos os valores para os quais
“x ¢ humano” seja significante, quer verdadeira, quer falsa) sic
relevantes, e nio apenas aqueles gue de fato sdo humanos. (Isso
se torna Sbvio se consideramos como poderiamos provar que tal
enunciado ¢ fafso.}) Toda assergic sobre “todos™ ou “‘alguns”
envolve, assim, ndo apenas OS argumentos gue 1OINAM UMA
certa funcio verdadeira, mas também rodos os que a tornam
significante, isto é, todos para os quais ela tenha algum valor,
seja verdadeiro, seja falso.

Podemos apora prossepuir em nossa interpretacao das for-
mas tradicionais da Légica formal antiquada. Admitamos que § ¢
aqueles termos x para os quais ?x € verdadeira, e P agqueles
para os quais$ x ¢ verdadeira. {Como veremos em capitulo
posterior, todas as classes séo derivadas, desde modo, a partir

de fungbes proposicionais,) Entdo,

“fodo § é P significa " “#x implica 4’ é sempre ver-
dadeira”.

“Algum § ¢ P significa ““¢x ¢ P x & algumas vezes

verdadeira™.

. C g . . N

“Nenhum § é P” significa “ ‘¢x implica ndo-Yx' € sempre
verdadeira®,
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“Algum § nfo & P significa “'éx e ndo-gx’ € algumas

vezes verdadeira”.

Cabe observar que as fungaes propasicionais que aqui sio
asseridas para rodos ou alguns valores nao sdo os préprios $x e
Y, mas fungdes-de-verdade de #x e de ¥ x para o mesmo
arpumento x. A maneira mais {dcil de se conceber o género de
coisa visada ndo estd em comegar a partir de $x ¢ § x em geral,
mas a partir de $2 e P2 ¢ alguma constante.  Suponhamos
estarmos considerando todos os homens sio mortais™: comega-
remos com

“Se Sdcrates 3 humano, Sderates € mortal”,

¢ depois consideraremos “*Séerates” substituide por uma varia-
vel x onde quer que “Sécrates” ocorra, O objeto a ser garantido
¢ que, embora x permanega uma varidvel, sem qualquer valor
definido, ele tem de ter 0 mesmo valor em “$x” que em P x”
quando estivermos asserindo que “9x imp[]l(.‘aigJ x" & sempre
verdadeira. Isso exige gue comecemos com uma fungio cujos
valores sejam tais que tenhamos “#a implica 4 4” ¢ nio com
duas fungbes separadas ¢x e x: pois, se comegarmos com duas
fungdes separadas, jamais poderemos assegurar que o X, comn-
quanto permanecendo indeterminado, tenha o mesmo valor em
ambas,

Parz sermos breves, dizemos “¢x sempre implica® x”
quando queremos dizer que “#x imph'ca&b " ¢ sempre verda-
deira. As proposicdes da forma “$x sempre implica § x sdo
chamadas “implicagGes formais”; esse nome ¢ igualmente empte-

gado quando haja diversas varidvels,

As definicBes acima mostram como estdo distanciadas das
formas mais simples as proposigées como “todo § € P, com as
quais comeqa a Logica tradicional. E tipico da caréncia de andlise
da Légica formal o fato de ela tratar “todo § & P” como uma
proposicdo da mesma forma que “x é P — ¢.g., ela trata “todos
0s homens sio mortais” como sendo da mesma forma que “So-
crates € mortal”’. Como acabamos de ver, a primeira ¢ da forma
“¢x sempre implica ’fo”, engquanto a segunda é da forma “Hf-‘x".
A enfdtica separacio dessas duas formas, realizada por Peano ¢
Frege, constituiu avango assaz vital em Ldgica simbdlica,
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Ver-se-i que “todo 5 ¢ P ¢ “nenhum 5 € P” ndo diferem
realmente na forma, exceto pela substituicio de ndo-x por

¢ x, e que o mesmo se aplica a “algum § € P e “algum § nio

é P, Cabe também observar serem as regras tradicionais de
conversio errdneas, caso adotemos o dnico ponto de vista tecni-
camente tolerdvel de que proposi¢des como “todo § é P ndo
envolve a “existéncia” do §, isto é, nao exige a existéucia de
termos que sejam §. As defini¢bes acima conduzem ao resultado
de que, se #x & sempre falsa, isto &, se ndo hd § algum, entdo
“todo § ¢ P” e “nenhum § ¢ P" serdo, ambas, verdadeiras, seja
qual for P. Pois, de acordo com a definigio apresentada no
Gltimo capitulo “¢x implica ¢ £, o significa “‘ndo-#x ou $ 57
que ¢ sempre verdadeiro se nao-¢x for sempre verdadeira, Esse
resultado poderd, no primeiro momento, levar o leitor a desejar
defini¢tes diferentes, mas um pouce de experiéncia pratica loge
mostrard que quaisquer defini¢bes diferentes seriam inconvenien-
tes e ocultariam as idéias importantes. A proposigic “Px
sempre implica § x ¢ ¢x ¢ algumas vezes verdadeira” é essen-
cialmente composta e seria assaz indbil apresemtd-la como a
definigdo de “todo § ¢ P”, porque entdio ndo sobraria linguagem

alguma para “%x sempre implica J x”, que é necessria centenas
de vezes para cada vez que a outra é necessdria, Mas, com as
nossas definigdes, “todo § € P” ndo implica “algum § é P,
porquanto a primeira permite a nfo-existéncia de § € a segunda
nic o permite; sssim, torna-se invalida a conversio per accidens
e alpuns modos do silogismo s3o falaciosos, ¢ g, Darapti: “Todo
Meé S todo M é P, logo algum § é P, que falha se nfo
houver M algum.

A nogio de “existéncia” tem virias formas, uma das quais
nos ocupard no préximo capitulo; mas a forma fundamental
¢ aquela que ¢ derivada imediatamente a particr da nogdo de
“algumas vezes verdadeira”. Dizemos que um argumento «
“satisfaz” uma fungdo *x se ¢z ¢ verdadeira; isso tem o mesmo
sentido em que se diz que as raizes de vma equagio satisfazem
a equacdo. Mas se ¢x € algumas vezes verdadeira, podemos
dizer que hd x para os quais ¢ verdadeira, ou podemos dizer que
“existem argumentos que satisfazem ¢x”. Esse & o significado
fundamental da palavra “existéncia”. QOutros significados ou
sdo derivados desse ou corporificam mera confusio de pensa-
mento, Podemos dizer corretamente ‘“‘existem homens' signi-
ficando que “x ¢ um homem” ¢ algumas vezes verdadeira, Mas
se estruturamos um pseudo-silogisma: “Os homens existem, 54
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crates € um homem, logo Sdcrates existe’’, estaremos falando
sem sentido, porguanie "'Sécrates” nac ¢, como ‘“‘homens”,
meramente um argumento indeterminado para uma fungio pro-
posicional dada. A faldcia ¢ aproximadamente andloga a do
argumento: “Os homens s@o pumerosos, Sécrates é um homem,
portanto Sécrates é numeroso”. Neste caso, estd claro que a
conclusdo é sem sentido, mas, no caso da existéncia, nio é ébvio,
por motivos que surgirdo mais plenamente no préximo capitulo.
Nc momento, observemos meramente o fato de gque, embora
seja correto dizer “os homens existem”, € incorreto, ou antes
sem significado, imputar existéncia a um dado particular x que
acontece ser um homem. De modo geral, “existem termos
que satisfazem ¢x” significa “¢x € algumas vezes verdadeira”;
mas ‘g existe” (onde @ € um tetmo que satisfaz ¢x) é um
mero ruido ou figura, carente de significado. Constatar-se-d
que, tendo em mente essa simples falacia, podemos solucionar
muitas antigas dificuldades filosoficas relativas ao significado
da existéncia.

Outro conjunto de nogdes que a Filosofia se permitin cair
em desesperadas confusdes ao ndo separar suficientemente as
proposigdes das funcgdes proposicionais € o das nogdes de “‘mo-
dalidade’; necessirio, possivel e impossivel. {Contingente ou
gsseriOrico sao por vezes usados em vez de possivel.) A con-
cepcdo tradicional era que, entre as proposi¢ies verdadeiras,
algumas eram necessdrias, enquantc oulras eram meramente
contingentes ou assertdricas; enquanto que, entre as proposigoes
falsas, algumas eram impossiveis, a saber, aquelas cujas contra-
ditdrias eram necessdrias, enguanto a outras meramente acontecia
nio serem verdadeiras. De fato, contudo, ndo havia nenhuma
explicagdo clara do que era acrescentado a verdade pela con-
cepcio de necessidade. No caso das fungdes proposicionais, a
divisdo triplice & dbvia. Se “¢x” é um valor indeterminado
de uma certa fungdo proposicional, serd secessdric se a fungio
for sempre verdadeira, possivel se for algumas vezes verdadeita
¢ impossivel se ela nunca for verdadeira. Esse género de
sitaagio surge em relagdo 3 probabilidade, por exemplo. Supo-
nhamos que seja tirada uma bola x de uma sacola onde estdo
varias bolas: se todas as bolas forem brancas, “x € branca” ¢
necessario; se algumas forem brancas, serd possivel; se nenhuma
{or branca, seri impossivel. Aqui, tudo o que se sabe sobre
x & que ele satisfaz uma certa fun¢do proposicional, a saber, “x
era uma bola que estava dentro da sacola”. Trata-se de sftuagdc

FungGes PROPOSICIONATS 159

que € geral em problemas de probabilidades ¢ ndo ¢ incomum
na vida prética ~— por exemplo, quande somos procurades por
uma pessoa da qual nada sabemos, exceto que traz uma carta
de apresentacio de nosso amige Fulano de Tal. Em todos
esses casos, no tocante 3 modalidade em geral, a fungio propo-
siclonal € relevante. Para o raciocinio claro, em muitas diregBes
bem diversas, o habito de manter as fungbes proposicionais
claramente separadas das proposigdes é da mais alta importincia,
e o malogro em fazé-lo no passado foi uma desgraca para a
Filosofia.



CAPITULO XVI

Descricdes

Lmamos, NO CAPITULG PRECEDENTE, com as palavias rodo,
toda, algum, alguma ¢ seus plurais; neste capitulo, considerare-
mos os artigos ¢ ¢ a, no singular, ¢, no capftulo seguinte, consi-
deraremos esses dois artigas no plural. Poderd parecer excessivo
dedicar-se dois capitulos a estas palavras, mas, para o matemdtico
filosdfico sdo palavras de grande importincia: como o gramatico
de Browning * com o enclitico 2 5, eu daria a doutrina dessas
palavras se estivesse “morto da cintura para baixo” e ndo mera-
mente em uma prisao,

J4 tivemos ocasido de mencionar as “fungGes descritivas”,
isto ¢, expressdes como “o pai de x” ou o “seno de x”. Essas
expressdes tém de ser definidas definindo-se ptimeiro as “des-
crigdes’’.

Uma “descrigio” pode ser de dois gémeros — definida e
indefinida (ou ambigua). Uma descrigio indefinida é uma frase
da forma “um assim-assim” ¢ uma descricio definida ¢ uma
frase da forma “o assim-assim”. Comecemos com a primeira,

“Com guem vocé se encontrou?’” “Encontrei-me com um
homem”. “Essa ¢ uma descricio assaz indefinida”. N#o nos esta-
mos, portanto, afastando do uso vorrente em nossd ter{ninalogia.
Nossa pergunta é: Que assiro eu realmente quando assiro. “En-
contrei-me com um homem’?  Admitamos, no momento, que a
minha assercio € verdadeira ¢ que de fata cu me encontrei com
Jomes. Estd claro que o que eu assiro wdo € “‘Encontrei-me
com Jones”. Posso dizer “Encontrei-me com um homem, mas

*  Nps drameas em forma de mondloge Men and Women, Ropert
Brownixg nos propotciena cingilenta de seus mais belos puemas, entre
os quais “The Grammarian Funeral”, a cujo personagem se referc BER-
Traxp Russect. (N. do T}

DESCRICOES 161

ndo era Jones’; nesse caso, embora eu esteja mentindo, ndo me
contradigo, como o faria se quando en dissesse que me encontrei
com um homem eu ralmente quisesse dizer que me encontrei com
Jones. Estd claro também que a pessoa com quem falo pode
entender o que digo, ainda que seja um estrangeiro & jamais
tenha ouvido falar de Jones.

Mas podemos ir mais além: ndo apenas Jones, mas nenhum
outto homem real, entra em meu enunciado. Isso se totna
ébvio quando o enunciado ¢ falso, porquanto, a partir daf, nio
hé mais razfio pata que Jones, ou qualguer outra pessoa, pudesse
ser suposto entrar na proposicio. Com efeito, o enunciado
continuaria significante, embora ndo pudesse ser, possivelmente
verdadeiro, mesmo que ndo existisse homem algpum. “Encon-
trei-me com um unicérnio” ou ‘“‘encontrei-me com uma serpente
marinha’’ sdo asserges perfeitamente significantes, se sabemos
© que sefia 0 que vem a ser um unicétnio ou uma serpente
marinha, isto &, qual a definicio desses monstros fabulosos.
Assim, somente o que podemos chamar cowceito entra na pro-
posicio. No caso do ‘“‘unicérno™, por exemplo, hd apenas o
conceito: nao hd, também, em algum lugar nas sombras, algo
irreal que possa ser chamado “um unicérnio”. Portanto, como é
significante {embora falso) dizer “encontrei-me com um uni-
cornio”, estd claro que essa proposigio, corretamente analisada,
ndo contém um constituinte “um unicérnio”, embora contenha
o conceito “‘unicdrnio’,

A questdo da “irealidade”, com que deparamos neste ponto,
¢ muito importante. Erroneamente conduzidos pela gramitica, a
grande maioria dos légicos que lidaram com essa questip cuidou
dela segundo linhas erradas. Consideraram a forma gramatical
um guia mais seguro na anélise do gue de fato é. E ndo souberam
quais diferengas na forma gramatical sio importantes. “Encon-
trei-me com Jones” e “encontrei-me com um homem’ seriam
tradicionalmente consideradas proposices da mesma forma, mas,
na realidade, s8o de formas muito diferentes: 2 primeira nomeia
uma pessoa real, Jones, enquanto a segunda envolve uma fungdo
proposicional, tornando-se, quando tornada explicita: “A fungio
‘encontrei-me com x e x humano’ € algumas vezes verdadeira”,
{Cabe lembrar que adotamos a convengio de usar “algumas
vezes”’ como ndo implicando mais de uma vez.) Essa proposicdo,
nio é, obviamente, da formas “encontrei-me com x”, que justi-
fica a existéncia da proposi¢io “encontrei-me com um unicérnio”
a despeito do fato de nio existir uma coisa como “um unicérnio”,
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Nz falta de um aparato de fungdes proposicionais, muitos
18gicos foram levados i conclusio de que h4 objetos irreais. E
alegado, e.g., por Meinong,* que podemos falar sobre “a mon-
tanha de ouro”, "o quadrado redondo”, e assim por diante;
podemos formar proposi¢des verdadeiras das quais essas coisas
sd0 os objetos; portanto, elas devem ter alguma espécie de ser
légico, pois, de outro modo, as proposiches em que ocorrem
seriam sem significado. Parece-me que em tais teorias hd utma
falha do sentimento de realidade que deve ser preservado até
mesmo nos estudos mais abstratos. Sustento que a Ldgica
ndo deve admitir um unicérnio mais do que o admite a Zoologia;
pois a Logica estd tdo interessada no mundo real quanto na
verdade o estd a Zoologia, embora com suas caracteristicas mais
abstratas e gerais. Dizer que os unicédrnios t8m uma existéncia
na herdldica ou na literatura ou na imaginacio é a mais lamen-
tdvel e mesquinha das evasdes. O que existe na herdldica nio é
um animal, feito de carne e osso, movendo-se e gespirando por
sua propria iniciativa. O que existe € uma figura ou uma des-
crigo com palavras.  Similarmente, dizer que Hamlet, por
exemplo, existe em seu prépric mundo, a saber, no mundo da
imaginagiio de Shakespeare, tic verdadeiramente quanto (diga-
mos) Napoledo existiu no mundo comum, é dizer algo delibera-
damente destinade a confundir, ou, entdo, confundido em um
grau dificilmente acreditivel. 86 existe um mundo, o mundo
“real": a imaginagio de Shakespeare é parte dele € os pensamen-
tos que ele teve ao escrever Hamlet sao resis. Também o sio
0s pensamentos que temos ao ler a peca, Mas € da prépria
esséncia da ficgio o fato de apenas os pensamentos, sentimentos,
etc. em Shakespeare e seus leitores serem reais e de ndo haver,
além deles, um Hamlet objetivo. Ao se dar conta das reagdes
provocadas por Napoledo nos escritores e leitores da Histéria,
vocé ndo terd tocado © homem real: mas, no ¢aso de Ham-
let, vocé terd chegado ao dmago. Se ninguém tivesse pensado
em Hamlet, nada restaria dele; se ninguém tivesse pensado em
Napoledo, ele teria, logo, providenciado para que alguém o
fizesse. O senso de realidade € vital em Légica, e, se alguém
fizer prestidigitagSes com ele, simulando que Hamlet tenha qual-
quer outra espfeie de realidade, estard prestando um desservigo
ao pensamento, Um tobusto senso de realidade € muito ne-
cessirio & estruturagio de uma andlise correta de proposi¢hes

*  Untersuckungen sur Gegenstanditheoric und Psychologie, 1904,
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sobre unicérnios, montanhas de ouro, quadrados redondos e
outros pseudo-objetos do género.

Em obediéncia ao sentimento de realidade, insistiremos em
que, na andlise das proposicdes, nada de “irreal” deva ser admitido.
Mas, afinal de contas — poder-se-d perguntar — se nadu existe
de itreal, como poderiamos admitir algo irreal? A resposta €
que se atribuimos significincia a grupos de simbolos que ndo tém
significincia alguma, cairemos no etro de admitir irrealidades,
no dnico sentido em que isso € possivel, a saber, como objetos
descritos. Na proposigdo “encontrei-me com um unicdrnio”, as
cinco palavras, tomadas em conjunto, formam uma proposicfo
significante, e a palavra “unicérnio” é, por si, significante, no
mesmo sentido em que o é a palavra “homem”. Mas as duas
palavras “um unicérnio” ndo formam um grupo subordinado
com um significade préprio. Assim, se atribuimos, falsamente,
um significado a essas duas palavras, surpreendemo-nos caval-
gande “um unicérnio™, e com o problema de determinar como
pode acontecer tal coisa em um mundo onde nfc hd unicdrnios.
A expressdio “‘um unicérnic” é uma desctigho indefinida que nfio
descreve nada. Nao € uma descricio indefinida que descreve algo
irreal. Uma proposigio como “x € irreal” sé tem significado
quando “x” é uma descrigiio, definida ou indefinida; nesse caso,
a proposigio sers verdadeira se “x” for uma descrigio que nada
descreva. Mas, descrevendo ou ndo alguma coisa, a descricio
“x” niio €, em caso algum, um constituinte da proposigio em
que ela ocorre; como ‘“um unicérnio”, ndo é um grupo subor-
dinado que tenha uma significacio prépria. Tudo isso resulta
do fate de que, quando “x” & uma descrigio, “x ¢ irreal” ou
“x nio existe” nfo € sem sentido, sendo sempre significante, e,
por vezes, verdadeiro.

Podemos passar, agora, a definir, de modo geral, o signifi-
cado de proposigdes que contém descrigdes ambiguas.  Supo-
nhamos que desejamos fazer algum enunciade sobre “um assim-
-assim”, em que “‘assim-assim” sdo os objetos que tém uma certa
propriedade #, isto ¢, aqueles objetos x para os quais a fungio
proposicional 4x € verdadeira, (E.g., se tomarmos “um homem”
como instincia de “um assim-assim™, ¢x serd “x ¢ humano”).
Vamos agora asserir a propriedade § de “um assim-assim”, isto
€, queremos asserir que “um assim-assim” tem a propriedade
que x tem quando Yx é verdadeira. (E.g, no caso de encon-
trei-me com um homem”, yix serd “encontrei-me com x.) Mas
a proposicio de que “um assim-assim” tem a propriedade ¢
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#io € uma proposicio da forma “dix”. Se o fosse, “um assim-
-assim” teria de ser idéntico a x para um x apropriado; €, embora
{em cetto sentido) isso possa ser verdadeito em alguns casos,
certamente ndo o é no caso de “‘um unicérnio”. E justamente
este fato de o enunciado de que um “assim-assim’ que tenha a
propriedade ¢ nfio ser da forma i o que totna possivel a “um
assim-assim” ser, em certo sentido claramente definido, *“irreal”.
A definigiio ¢ como se segue:

O enunciado de que “um objeto tendo a propriedade de ¢
tem a propriedade "

significa:
“A assergdo conjunta de $x e (x ndo € sempre falsa”.

No que tange & Ldgica, trata-se da mesma proposigio que
pode ser expressada por “alguns ¢ sdo §”’; mas retoricamente
hd uma diferenca, porque em um dos casos hd uma sugestio de
singularidade, enquanto no outro caso hd a plutalidade. Mas
isso hdo €, contudo, o ponto importante. O ponto importante
é que, quando corretamente analisadas, constata-se que as pro-
posi¢Bes verbalmente sobre “um assim-assim” ndo contém algum
representado por essa frase. E é por isso que tais proposigOes
podem ser significantes até mesmo quando ndo hd tal coisa como
um assim-assim.

A definicio de existéncia, conforme aplicada a descrigbes
ambiguas, resulta do que foi dito no fim do capitulo precedente.
Dizemos que “homens existem” ou que “um homem existe”
sz a fungdo proposicional “x ¢ humanc™ ¢ algumas vezes verda-
deira; e, de modo geral, “um assim-assim” existe se “‘x € assim-
-assim” € algumas vezes verdadeira, Podemos passar isto para
outra linguagem. A proposicio “Sécrates é um homem” €,
sem divida alguma, eguivalente a “Sécrates é humane”, mas nio
¢ exatamente a mesma proposi¢io. O é de “Sécrates é humano”
exptessa a relagio de sujeito e predicade; o é de “Sdcrates é um
homem” expressa identidade. E uma desgraca para a raca
humana ¢ fato de ela ter escolhido empregar a mesma palavra
“é€” para expressar essas duas idéias inteiramente diferentes —
uma desgraga que a linguagem ldgica simbdlica naturaimente
remedeia. A identidade em “Sécrates é um homem” € identi-
dade entre um objeto nomeado {aceitando-se ‘‘Sderates” como
um nome, sujeito a qualificagbes mais tatde explicadas} e um
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objeto ambiguamente descrito. Um objeto ambiguamente descrito
“existird” quando pelo menos uma proposi¢io como essa §é
verdadeira, isto é, quando hi pelo menos uma proposicic verda-
deira da forma “x é um assim-assim”, onde “x’' € um nome.
E caracreristico das descricdes ambipuas (em contraste com as
definidas} o fato de poder haver indmeras proposigdes verda-
deiras da forma acima — Sécrates é um homem, Platio é um
homem etc. Assim, “um homem existe” segue-se de Sdcrates,
Platio ou de quem quer que seja. No caso das descrigbes defini-
das, por outro lado, a forma correspondente da proposigio, a
saber, “x € o assim-assim” (onde “x” € um nome} sé pode ser
verdadeira para no méximo um valor de x. Isso nos leva ao
assunto das descri¢des definidas, que devem ser definidas de modo
andlogo ao usado para as descrigdes ambiguas, porém mais com-
plicado.

Atingimos agora o assunto principal do presente capitule,
a saber, g definigio das palavras o ou 4 (sempre no singular).
Um ponto muito importante a respeito da definicio de “um
assim-assim” aplica-se igualmente a "o assim-assim”; a definicio
buscada € uma defini¢io de proposices nas quais esta frase
ocorre, € nao uma definicao da propria frase, isoladamente, No
caso de “‘um assim-assim”, isso € razoavelmente dbvio: ninguém
poderia supor que “um homem” seja um objeto definido, capaz
de ser definido por si. Sécrates é um homem, Platdo é um
homem, Aristételes € um homem, mas nio podemos inferir que
“um homem” signifique o mesmo que “Sécrates” significa e
também o mesmo que “Platdo” significa e também o mesmo
que ‘“AristSteles” significa, porquanto esses trés nomes tém
significados diferentes, Nao obstante, quando tivermos enume-
rado todos os homens do mundo, nada restard de que se possa
dizer: “Este € um homem e néo apenas isso, mas é o ‘um
homem’, a entidade quintessencial que & apenas um homem
indefinido sem ser quem quer que seja em particular”. Natu-
ralmente, ¢ claro que, seja o gue for que haja no mundo, é
definido: se for um homem, serd um homem definido e nenhum
outro. Assim, ndo poderd haver uma entidade tal como “um
homem” encontrivel no mundo, em contraposicic a homens
especificos, E, conseqiientemente, ¢ natural que ndo definamos
“um homem” em si, mas apenas as proposigdes em que a
eXpressdo ocorra,

No caso de “o assim-assim” isso £ igualmente verdadeiro,
embora menos Sbvio 3 primeira vista. Podemos demonstrar que



166 InTrRODUGAC A FILOSOF1A MATEMATICA

esse deve ser o caso, pela consideracio da diferen¢a entre um
nome € uma descrigio definida. Tomemos a proposigio: ‘‘Scott
¢ o autor de Waverley”, Temos aqui um nhome, “Scott”, ¢ uma
descrigio, “o autor de Warerley”, que se assere aplicarem-se &
mesma pessoa. A distingdo entre um nome e todos os outros
simbelos pode ser assim explicada:

O nome & um simbolo simples cujo significado ¢ algo que
s6 pode ocorrer como sujeito, isto ¢, algo da espécie que defini-
mos, no capitulo XIII, como um “individuo” ou um “particular”.
E um simbolo “simples” ¢ aquele que niio tem parte alguma que
seja simbolos. Assim “Scott” ¢ um simbolo simples, porque,
conquanto tenha partes (a saber, letras separadas), essas partes
ndo sdo simbolos. Por outro lado, “o autor de Waverley” nzo
¢ um simbolo simples, porque as partes separadas que compdem 2
frase sdo partes que sao simbolos. Se, como pode ser o caso,
0 que quet que parega ser um “individuo’’ seja, realmente, capaz
de mais anilise, teremos de contentar-nos com o que pode ser
chamado “individuos relativos™, que serio termos que, em todo
0 coniexto em questio, jamais sdo analisados e jamais ocorrem
de qualguer outro mode que nfo como sujeitos. E nesse caso
teremos, conseqiientemente, de contentar-nos com “nomes rela-
tivos”. Do ponio de vista de nosso problema presente, a saber,
o da definicio de descricdes, esse problema pode ser ignorade,
quer se trate de nomes absolutos, quer de nomes relativos, por-
quanto diz respeito a estdgios diferentes da hierarquia dos “tipos”,
enquanto temos de comparar pares como ‘‘Scott” e “o autor de
Waverley”, que se aplicam, ambos, ao mesmo objeto, ¢ ndo
levantar o problema dos tipos. Podemos, portanto, no momento,
tratar os nomes como capazes de ser absolutos; nada do que
teremos a dizer dependerd dessa suposi¢do, mas o fraseado poderd
ser um pouco reduzido por ela.

Temos, entdo, duas coisas a compaear: 1) um nome, que é
um simbolo simples, designando diretamente um individuo que
¢ o seu significado e tendo esse significado por seu préprio
direito, independentemente dos signiticados de todas as outras
palavras; 2) uma descricdo, que consiste de vdrias palavras, cujos
significados jd estde fixados, e das quais resulta o que quer que
seja tomado como “significado™ da descrigo.

Uma proposigic contendo uma descri¢do nao ¢ idéntica ao
que aquela proposicio se torna guando o nome ¢ substituido, até
mesmo s& o nome nomeia o mesmo objeto que & descrigdo
descreve, “Scott ¢ o autor de Waverley” €, obviamente, uma

DEscri¢OES 147

proposicdo diferente de “Scott € Scott”: a primeira é um fato na
histéria literdria e a segunda € um truismo trivial. E se coloca-
mos qualguer outro que ndo Scoit no lugar de o autor de
Waverley”, nossa proposigio se torna falsa, portanto, nio mais
sendo, certamente, a mesma proposi¢io. Mas, poder-se-d dizer,
a mossa proposi¢do € essencialmente da mesma forma que (di-
gamos) “Scott € Sir Walter”, em que se diz que dois nomes se
aplicam 4 mesma pessoa, A resposta € que, se “Scott ¢ Sir
Walter” realmente significa “a pessoa chamada ‘Scott’ € a pessoa
chamada ‘Sir Walier’ ’, entfo os nomes estdo sendo usados como
descricdo: isto ¢, o individuo, em vez de ser nomeado, estd
sendo descrito como a pessoa que tem aquele nome. Essa € a
maneira em que os nomes sio fregiientemente usados na prética,
e, via de regra, nada haverd na fraseologia a mostrar se estio
sendo usados dessa maneira ou como nomes. Quando um norme
¢ usado diretamente, meramente para indicar sobre o que estamos
falando, ele ndo ¢ parte alguma do fato asserido, ou da falsidade,
se acontecer que a nossa assercao seja falsa: ¢ meramente patte do
simbolistno pelo qual expressamos o nosso pensamento. O que
desejamos expressar € algo que possa (por exemplo) ser tradu-
zido para uma lingua estrangeira; € algo para o que as palavras
reais sio um veiculo, mas do qual elas ndo sdo parte. Por outro
lado, quando fazemos uma proposigio sobre “a pessoa chamada
‘Scott’ ', 0 nome real “Scott” entra no que estejamos asserindo
€ nio apenas na linguagem usada na asser¢do. A nossa propo-
sigio sera agora uma proposicdo diferente se substiruirmos
“Scott” por “a pessoa chamada ‘Sir Walter’ ", Mas, enquanto
usarmoes os nomes comme nomes, o fato de usarmos “Scott” ou
dizermos “'Sit Walter” ¢ tio irrelevante pata © que estamos
asserindo quanto se falarmos os idiomas inglés ou francés. Assim,
enquanto os nomes forem usados como nomes, “Scott é Sir
Walter” ¢ a mesma proposigio trivial que “Scott é Scort™. Tsso
completa a prova de que “Scott é o autor de Waverley” nio ¢ a
mesma proposigio que resulta da substituicio de “o autor de
Waverley” por um nome, nao importando o nome empregado
na substituigio.

Quando usamos uma varidvel e falamos de uma funcio
proposicional, digamos ¢x, o processo de aplicar enunciados
gerais sobre x a casos particulares constituird em substituir a
letra “x” por um nome, admitindo-se que ¢ seja uma funcio
que tem individuos para seus argumentos. Suponhamos, por
exemplo, que #x seja “sempre verdadeira”; admiramos ainda,
digamos, seja a “lei de identidade”, x==x. Entdo, podemos
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substitoir gqualquer nome que escolhamos por “x”, obtendo
sempre uma proposicdo verdadeira. Admitindo, por momentos,
que “Socrates”, “Platdo” e “Aristételes” sdo nomes (uma supo-
sigio assaz precipitada}, podemos inferir, a partir da lei de
identidade, que Sdcrates é Sdcrates, Platdo é Platdo e Aristételes
é Aristételes, Mas cometeremos uma faldcia se tentarmaos
inferir, sem premissas adicionais, que o autor de Waverley ¢ o
autor de Waverley. Isso resulta do que acabamos de provar,
isto &, que, se substituimos “o autor de Waverley” por um nome,
em uma proposi¢io, a proposiio que obtemos ¢ diferente.
Equivale a dizer, aplicando o resultado ao nosso caso atual: Se
“x"” é um nome, “x=—x" nic é a mesma proposicic que ‘o
autor de Waverley € o autor de Waverley”, seja qual for o nome
“x".  Assim, nic podemos inferir, do fato de toda proposicio
da forma “x—=x" ser verdadeira, sem mais cerimdnias, que ©
autor de Waverley € o autor de Waverley. De fato, as pro-
posi¢oes da forma ‘‘o assim-assim” néio sdo sempre verdadeiras:
¢ necessdrio que o assim-assim ewistz (termo este que serd
explicado dentro em pouco). E falso que o atual Rei da Franga
seja o atual Rei da Franga, que o quadrado redondo seja o qua-
drado redondo. Quando substituimos um nome por uma des-
crico, as fungBes proposicionals que sio “sempre verdadeiras”
podem tornar-se falsas se a descricdo nads descrever. Nio hd
mistério algum nisso assim que nos apercebemos (o que foi
provado no pardgrafo precedente) de que guando substituimos
uma descri¢@o o resultado niio € um valor da funcio proposicional
em questdo,

Estamos agora preparados para definir as proposicdes nas
quais ocorre uma descrigdo definida. A unica coisa que distingue
“0 assim-assim” de ‘'um assim-assim” € a implica¢do de unicidade.
Nao podemos falar de *o habitante de Londres”, porque o
habitar de Londres é um atributo que ndo € ¥nico. Nio podemos
falar acerca de ““o atual Rei da Franca”, porque ele nic existe;
mas podemos falar acerca de o atual Rei da Inglaterra”.* Assim,
as proposicdes sobre “o assim-assim” implicam sempre propo-
sigbes correspondentes sobre ‘‘um sssim-assim’, com o adendo
de que nio hd mais de um assim-assim. Uma proposi¢io como
“Scott ¢ o autor de Waveriey” ndo poderia ser verdadeira se

Este livro foi publicade pela primeira vez em 1819, quando a
Inglaterra tinha um Rel — Jorge V. Hoje em dia (1973} nae se podenia
iambém dizer *o atual Rei da Inglaterra”, porgque tal n3o existe

(N. do T.)
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Waverley jamais tivesse sido escrito, ou se vdrias pessoas o
fivessem escrito; também ndo o poderia gualquer outra propo-
sigdo resultante de uma fungdo proposicional x pela substituigao
de “x™ por “o autor de Waverley', Podemos dizer gque “o
autor de Waverley'' significa “'o walor de x para o gual ‘'x
escreveu Waverley’ é verdadeira”. Assim, por exemplo, a pro-
posicio “o autor de Waverley era escocés’ envolve:

1} “x escreveu Waverley” nao é sempre falsa;

2) "se x e y escreveram Waverley, x e y séo idénticos™ ¢
sempre verdadeira;

3) “se x escreveu Waverley, x era escocés™ € sempre ver-
dadeira.

Essas trés proposicbes, traduzidas para a linguagem ordi-
ndria, dizem:

1} pelo menos uma pessoa escreveu Waverley;
2) no maximo uma pessoa escreveu Woverley;

3) quem quer que tenha escrito Warerley era escocés.

Todas essas trés proposigdes sdo implicadas por “o autor
de Waverley era escocés”.  Inversamente, as trés juntas (mas
ndo apenas duas delas) implicam que o autor de Waverley era
escoces. Portanto, as trés juntas, podem ser tomadas como defi-
nindo o que se quer dizer pela proposigio ‘o autor de Waverley
era escocés”, Podemos, de um certo modo, simplificar essas trés
proposicoes. A primeira e a4 segunda conjuntamente sio equiva-
lentes a: *'H4 um termo ¢ tal que "x escreveun Waverley ¢ ver-
dadeira quando x é ¢ e falsa quando x ndo ¢ . Em outras
palavras, “H4 um termo ¢ tal que ‘x escreveu Waverley € sem-
pre equivalente a ‘x ¢ ¢’ . (Duas proposicées sio “equivalenres”
quando ambas sdo verdadeiras ou ambas sio falsas.) Temaos aqui,
para comegar, duas funcdes de x, “x escreven Waverley" ¢ *'x é
¢”, e formemos uma fungio de ¢ considerando a equivaléncia
dessas duas fungdes de x para todos os valores de x; asserimos.
entao, que a fungio resultante de ¢ é “algumas vezes verdadeira”,
1510 €, que ¢ verdadeira para pelo menos um valor de ¢. {Obvia-
mente nao pode ser verdadeira para mais de um valor de ¢.)
Essas duas condicSes sio, juntas, definidas como dando o signifi-
cado de *o sutor de Waperley existe”.
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Podemos agora definir “o termo que satisfaz a fungdo ¢x
existe”. Esta € a forma geral da qual a forma acima é um caso
particular. O autor de Waverley” é ‘o termo que satisfaz a
funcio 'x escreveu Waverley' ", E *‘o assim-assim” envolveri
sempre refecéncia a alguma fungiio proposicional, a saber, a que

define a propriedade que torna uma coisa um assim-assim.
A nossa definicdo € como se segue:
“0 termo que satisfaz a fungio %x existe” significa:
“H4 um termo ¢ tal que $x € sempre equivalente a ‘x é ¢” ™",

Para definic “o autor de Waverley era escocts”, temos ainda
de levar em conta a terceira de nossas trés proposices, a saber,
“QQuem quer que tenha escrito Warverley era escocts”. Esta
proposi¢ic serd satisfeita meramente acrescentando-se que o ¢
em questio tem de ser escocds. Assim, "o autor de Waverley
era escocés” €

“H4 um termo ¢ tal que 1} ‘x escreveu Wawerley' é sem-
pre equivalente a ‘x € ¢’, 2) ¢ € escocds™.

E, de modo geral, “o termo que satisfaz ¢x satisfaz $x”
¢ definido como significando:

“H4 um termo ¢ tal que 1) ¢x sempre equivalente a ‘x é ¢’
2] x € verdadeira™.

Essa € a defini¢io de proposicdes em que ocorrem descrigdes.

E possivel saber-se maito a respeito de um termo descrito,
isto é, conhecer-se muitas proposicdes relativas a o assim-assim”,
sem que se saiba realmente o que seja o assint-assim, isto €, sem
gue se conhega qualquer proposicio da forma “x € o assim-assim™,
onde “x” ¢ um nome. Em uma novela policial, as proposiges
sobre "0 homem que cometeu ¢ crime” sdo acumuladas, na
esperanca de que finalmente bastem para demonstrar que foi 4
que o cometeu. Podemos até ir ao ponto de dizer que, em todos
os corhecimentos que podem ser expressados por palavras —
rom a excegdo de “isso” e “aquilo” ¢ de algumas outras palavras
cujo significado varia em diversas ocasides — nenhum nome, no
sentido estrito, ocorre, e que, 0 que parece ser homes, constitui,
na realidade, descricdes. Podemos discutit significantemente
sobre se Homero existiu, colsa gue nao poderiamos fazer se
"Homero” fosse um nome. A proposi¢do “o assim-assim existe”
¢ significante, seja ela verdadeira ou falsa; mas se ¢ € o assim-
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.assim (onde 27 € um nome). as palavras "'z existe” sio sem
significado. 8¢ se pode asserir significantemente a existéncia
de descricdes, sejam elas definidas ou indefinidas; pois, se “‘a”
& um nome, ele tem de nomear alguma coisa; o que, ndo nomeia
coisa alguma ndo é um nome, e, portanto, caso se proponha a
ser nome, serd um simbolo vazio de significado, eaquanto uma
descricae, como o arual Rei da Franga”, ndo se rorna incapaz
de ocorrer significantemente meramente baseado em que nédo
descreve caisa alguma, isso porque se trata de um simbolo com-
plexo, cujo significado é derivado a partir dos significados dos
simbolos constituintes dele, E assim, quande perguntamos se
Homero existiu, estamos usando a palavra “Homero"” como uma
descrigdo abreviada: podemos substitui-la por (digamos) “o autor
da Ifiada e da Odisséia™. As mesmas consideragdes se aplicam a
quase todos os usos do que parega um nome proprio.

Quando ocorrem  descricies nas proposigbes, € necessario
distinguir entre o que pode set chamade ocorréncia “primédria”
¢ ocorréneia “‘secunddria”. A distingdo abstrata se faz como se
segue: Uma descri¢ie tem uma ocerréncia “primdria’ quando a
proposicio em que ocorre resulta da substituigao de “'x” pela
descricio de alguma proposi¢ao funcional $x; uma descricio tem
uma ocorréncia “‘secunddria” quando o resultado da substituigao
de “x” pela descricic em #x d4 apenas parte da proposigio
considerada, Um exemplo esclarecerd o assunto. Considere-se
“o arual Rei da Franca ¢ calvo”. Agui “o atual Rei da Franga”
tern uma ocorréncia primidria, € a proposigic ¢ falsa, Toda
proposicic na qual uma descricio que nada descreve tem urma
ocorréncia primdaria ¢ falsa. Mas considere-se agora “o atual Rei
da Franca ndo € calvo”. Trata-se de propuosi¢io ambigua. Se
tomarmos primeiro “'x € calvo' e substitulrmos depois “x” por
“o atual Rei da Franca™, negando a seguir o resultado, a ocor-
réncia de “o atual Rei da Fran¢a” € secundidria e nossa proposigio
¢ verdadeira; mas se tomarmos “x nio é calvo” e substituirmos
“x" por “o atual Rei da Franga”, entio “o atual Rei da Franga”
tem uma ocorréncia primdria € a proposicao € falsa. A confusio
entre ocorréncia primdria e ocorréncia secunddria é uma fonte
imediata de faldcias no que tange as describes.

As descrices ocorrem em Matemndtica principalmente sob
a forma de fungdes deseritivas, isto ¢, de “o termo que tem a
velagio R com 3™, ou “o R de ¥", como podemos dizer, analo-
gamente a “'o pai de »” e frases semelhantes, Dizer “o pai de
¥ € rico”, por exemplo, equivale a dizer que a seguinte fungio
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proposicional de ¢: “c ¢ rico e 'x gerou y’ € sempre equivalente
a‘x é ¢’ é algumas vezes verdadeira”, isto é, € verdadeira para
pelo menos um valor de ¢. Ela niao pode, ohviamente, ser ver-
dadeira para mais de um valor.

A teoria das descrigoes, ligeiramente esbogada no presente
capitulo, ¢ da mais alta importincia tanto em Légica como na
teoria do conhecimento. Mas, para fins matemdricos, as partes
mais filoséficas da teoria ndo sio essenciais, tendo sido, portanto,
omitidas na apreciagio acima, a qual fol limitada aos minimos
requisitos matemdticos,

CAPITULO XVII

Classes

NO PRESENTE CAPITULO, consideraremos os artigos os, af
{ sempre no plural}: os habitantes de Londres, os filhos de ricos,
¢ assim por diante. Em outras palavras, irataremos das cfasses.
Vimos, no capitulo I, que um nimero cardinal deve ser definido
como uma classe de classes, e, no capitulo 111, que o nimero 1
deve ser definido como a classe de todas as classes unitdrias,
isto €, de todas que tém apenas um membro, comeo diriamos, nio
fosse o circulo vicioso. Naturalmente, quando o nimero 1 ¢
definido como a classe de todas as classes unitérias, “classes
unitdrias” devem ser definidas de forma que nio admita saiba-
mos o que significa “um”; na verdade, elas sdo definidas de
modo estreitamente andlogo ao usado para as descrigdes, a saber:
Diz-se que uma classe a é uma classe “unitdria’ se a funcio
proposicional “ ‘x € um a’ € sempre equivalente a “x é ¢ (con-
siderada como uma fungdo de c) ndo € sempre falsa, isto &, em
linguagem mais comum, se h4 um termo ¢ tal que x serd
um membro de ¢ quando x ¢ ¢, mas ndo de outro modu. Isso
nos dé uma defini¢io de classe unitdria se j4 sabemos o que
seja uma classe em geral. Até entdo, ao tratarmos de Aritmética,
tratamos de “‘classe” como uma idéia primitiva, Mas, pelos moti-
vos apresentados no capitule X1II, se ndo por outros, ndo po-
demos aceitar “classe” como uma idéia primitiva. Devemos
buscar uma definigic no mesmo molde que o da definicio de
descri¢des, isto &, uma definicdio que assinale um significado a
proposi¢des em cuja expressio verbal ou simbdlica ocorram pala-
vras ou simbolos aparentemente representando classes, mas que
assinale um significado que elimine completamente toda mengio
a classes a partir de uma andlise correta de tais proposigdes.
Estaremos entdo capacitados a dizer que os simbolos de classes
sdo meras conveniéncias, ndo representando objetos chamados

LIEL]
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““classes”, e que a classes siio, de fato, come as descrigoes, ficcdes
légicas, ou {como dizemos) “simbolos incompletos”.

A teoria das classes é menos complera da que a teoria das
descrices e hd razdes (que apresentaremos em esbogo) para
nao se considerar finalmente satisfaiéria a definicdo de classes que
serd sugerida. Parece necessdria mais alguma sutileza; mas as
razdes para se considerar a definicdo que serd apresentada como
aproximadamente correta € em linhas certas so irresistiveis,

A primeira coisa é perceber-se o porqué de as classes nio
poderem ser consideradas parte do equipamento tltimo do mundo.
E diffcil explicar precisamente v que se quer dizer com esse enun-
ciado, mas uma conseqiiéncia nele implicada pode ser usada para
elucidar seu significado. Se tivéssemos uma linguagem simbélica
completa, como uma definicdo para toda caisa definivel & um
simbolo nfo-definido para toda coisa indefinivel, os simbolos
ndo-definidos dessa linguagem representariam simbolicamente o
que gquero dizer por “o eguipamento tltimo do mundo”, Sus-
tento que nenhum simbolo, seja para “classe” em geral ou para
classes em particular, seja incluido nesse aparato de simbolos
nao-definidos. Por outro lado, todas as coisas particulares que
existem no mundo deveriam ter nomes que seriam incluidos
entre os simbolos ndo-definidos. Podemos tentar evitar essa
conclusio pelo uso de descricges. Tomemos (digamos) “a dltima
coisa que César viu antes de morrer”. lIsso € uma descrigio
de algum particular; podemos usar essa descrigio (em um sentido
perfettamente legitimo) como uma definicio daquele particular,
Mas se “4” ¢ ym nome pata o mesmo particular, uma proposi¢io
em que “a” ocorra ndo & (como vimos no capitulo precedente)
idéntica a0 que essa proposigio se torna quando substituimas
“a” por “a dltima coisa que César viu antes de morrer”. Se a
nossa linguagem ndo contém o mesmo “'2’', ou algum outro nome
para © mesmo patticular, nfo teremos meic de expressar a pro-
posicdo que expressamos por meio de “2”’ em contraposigao i
que expressamos por meio da descricio. Assim, as descrigSes nao
possibilitariam uma linguagem perfeita para se prescindir de
nomes para todos ©s particulares. A esse respeito, sustento,
as classes diferem dos particulares e ndo necessitam ser repre-
sentadas por simbolos ndo-definidos. Nossa primeira medida é
dar as razdes para essa opinido.

Jé vimos que as classes ndo podem ser consideradas espécies
de individuos, devido 4 contradi¢iio sobre as classes que nio sio
membtos de si mesmas {explicado no capitulo XIII) e porque
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podemos provar que o nimere de classes é maior do gue o
mimero de individuos.

Nio podemos considerar as classes de modo extensional
pruro simplesmente como montes ou conglomerados.  Se tentds-
semos fazé-lo constatariamas ser impossivel entender como pode
haver uma classe como & classe nula, que nio tem membro algum,
ndo podendo ser considerada um “monte”; também teriamos
muita dificuldade em compreender como uma classe que s tem
um membro ndo ¢ idéntica a esse membre. Nao me proponho
asserir ou nepar que haja entidades como “mentes”. Come ISgico
matemidtico, ndo sou chamudo a opinar sobre esse ponto. Tudo
o0 que sustento é que, se hd montes, ndo os podemos identificar
com as classes compostas de seus constituintes,

Aproximar-nos-emos muito mais de uma teoria satisfardria
se tentarmos identificar as classes com as fung@es proposicionais.
Como explicamos no capitulo 1I, toda classe € definida por
alguma funcio proposiciepal gque é verdadeira para os membros
da classe e falsa com relagio a outras coisas. Mas, se uma classe
pede ser definida por uma fungdo proposicional, pode ser igual-
mente bem definida por qualquer ouira que seja verdadeira
quando a primeira for verdadeira e falsa quando a primeira for
falsa. Por essa razio a classe nio pode ser mais identificada com
esta funcio proposicional, como também com nenhuma outra ~-
e, dada uma fungdo proposicional, hd sempre muitas outras que
sdo verdadeiras quando ela é verdadeira e falsa quande ela ¢
falsa, Dizemos que duas fungdes proposicionais sac “‘formal-
mente equivalentes” quando isso acontece. Duas proposicoes
sio “equivalentes” quando ambas sio verdadeiras ou ambas sio
falsas; duas fungdes proposicionais ¢x e Ux sao “formalmente
equivalentes” guando %x ¢ sempre eguivalente a yx. E o fato
de haver outras fungdes formalmente equivalentes a uma fungio
dada o que impossibilita identificar uma classe com uma fungdo;
pois desejamos que as classes sejam tais que ndo haja duas classes
de classes distintas tendo exatamente os mesmos membros, e,
portanto, duas fun¢des formalmente equivalentes terdo de deter-
minar a mesma classe,

Depois de termos decidide que as classes ndo podem ser
coisas da mesma espécie que 0s seus membros, que n3o podem
ser apenas montes ou agregados e também qué ndo podem ser
identificadas com funcGes proposicionais, rorna-se muito dificil
vermos o que elas podem ser, caso sejam mais do que ficgdes
simbdlicas. E se pudermos encontrar algum meio de lidar com
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elas como ficgdes simbolicas, aumentaremos a seguranga 15gica
de nossa posi¢do, porquanto evitamos a necessidade de admiiir
que haja classes sem sermos compelidos a fazer a suposigio oposta
de que nio hd classes. Nés meramente nos abstemos de ambas as
suposi¢hes, Isso € um exemplo da navalha de Occam, a saber,
“as entidades nio devem set multiplicadas sem necessidade’.
Mas quando nos negamos a asserit que hd classes, nio se deve
supor estejamos asserindo dogmaticamente que nio hi classe
alpuma.  Somos meramente apndsticos a respeito delas; como
Laplace, podemos dizer que “je #'ai pas besoin de cette by-
potbése”,

Estabeleqamos as condigdes que um simbolo deve preencher
para que sirva como uma classe. Penso que se constatard serem
as seguintes condi¢hes necessdrias e suficientes:

1) Toda fungio proposicional deve determinar uma classe,
consistindo daqueles argumentos para os quais a fungio ¢ verda-
deira. Dada qualquer proposigio (verdadeira ou falsa), digamos
sobre Sécrates, podemos imaginar Sdcrates substituido por Platdo
ou por Aristéreles ou por um gotila ou pelo homem da Lua ou
por qualquer outro individuo do mundo, Em geral, algumas
dessas substituigdes dardo uma proposigio verdadeira e alguma
falsa. A classe determinada consistird de todas as substituicdes
que dio uma proposicac verdadeira. Naturalmente, ainda temos
de decidir o que queremos dizer por “todas as que, etc.” Tudo
o que estamos observando no momento € que uma classe &
tornada determinada por uma fungio proposicional e que toda
funcio proposicional determina uma classe apropriada.

2) Duas fyngoes formalmente equivalentes devemn determi-
nar 2 mesma classe, ¢ duas que ndo sio formalmente equiva-
lentes devem determinar classes diferentes. Isto €, uma classe
¢ determinada por seus membros, ndo podendo duas classes
diferentss ter os mesmos membros. (Se uma classe & determi-
nada por uma fun¢io 9x, dizemos que ¢ é um “membro” da
classe se 4 for verdadeira.)

3) Devemos encontrar algum meio de definir ndo apenus
classes, mas também classes de classes. Vimos no capftulo II
que os nimeros cardinais devem ser definidos como classes
de classes. A frase comum da Matemiética elementar, “a combi-
nacao de » coisas a # em certo tempo”, representa uma classe
de classes, a saber, a classe de todas as classes de » termos que
podem ser selecionados de uma dada classe de # termos, Sem
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algum método simbélico de lidar com classes de classes, a Logica
matematica ruiria.

4) Sers sob todas as circunstincias sem significado_ { nio
falso) supor-se que uma classe seja ou que ela ndo seja um
membro de si mesma. Isso resulta da contradigio que discuti-
mos no capitulo XIIL. :

5) Finalmente — e esta € a condigio mais dificil de ser
preenchida — deve ser possivel fazer proposicdes sobre todas
as classes que sdo compostas de individuos, ou sobre tod;ar_ as
classes que sdo compostas de objetos de qualquer “tipo” légico.
Se assim ndo fosse, muitos usos das classes iriam a garra —
por exemplo, a indugio matemdtica. Ao definir a pos;eridade
de um determinado termo, necessitamos de estar capacitados a
dizer que um membro da posteridade pertence a todas as classes
hereditdrias a que pertence o termo dado, e isso exige o ‘género
de totalidade que estd em questio. A razio para que haja uma
dificuldade em torno desta questio estd em se poder provar ser
impossivel falar-se de todas as fungdes proposicionais que podem
ter argumentos de um dado tipo.

Ignoraremos, para comegar, esta ltima condigdo e os pro-
blemas que ela cria. As duas primeiras condigdes podem ser
consideradas juntas. Elas enunciam que deve haver uma classe,
nem mais nem menos, para cada grupo formalmente equivalente
de fungSes proposicionais; e.g., a classe dos homens tem de ser
a mesma que a dos bipedes implumes, ou dos animais racionais,
ou dos yaboos ou de seja qual for a caracterfstica preferida para
definir um ser humano. Mas, quando dizemos que duas fungf)‘es
proposicionais formalmente equivalentes poderdo nao ser idén-
ticas, embora definam a mesma classe, podemos provar a verdade
da asser¢io mostrando que um enunciado pode ser verdadeiro de
uma fungdo ¢ falso de outra; e.g., “creio que todos os homens
sio mortais” pode ser verdadeira, enquanto que “cteio que todos
os animais racionais sdo maortais” possa ser falsa, porquanto posso
acreditar falsamente que Fénix seja um animal racional imortal.
Assim, somos levados a considerar enunciados sobre funcies, ou
(mais corretamente ) fungdes de fungdes.

Algumas das coisas que podem ser ditas sobre uma fungio
podem ser consideradas como sendo ditas sobre a classe definida
pela funcdo, enquanto outras ndo o podem. O enunciado “todos
os homens sdo mortais” envolve as fungdes ‘x é humano”
e “x ¢ mortal”; ou, se preferirmos, poderemos dizer que ela
envolve as classes bomens e mortais. Podemos interpretar o
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enunciado de qualguer uma dessas maneiras, porque o seu valor-
-de-verdade ¢ inalterado se substituimos “x € humano” ou “x ¢
mortal” por qualquer fun¢io formalmente equivalente, Mas,
como acabamos de ver, o enunciado “creio que todos os homens
sa0 mortais” nido pode ser considerado como sendo a respeito
da classe determinada por qualguer dessas fungBes, porque o sen
valor-de-verdade pode ser alterado pela substituigio por uma
fungfio formalmente equivalente (o que deixa a classe inalterada).
Chamaremos a um enunciado envolvendo 2 funcio ¢x uma funcio
“extensional” da fungio $x se ela for semelhante a “todos os
homens sdo mortais”, isto &, se o seu valor-de-verdade permane-
cer inalterado pela substitui¢io por qualquer fungio formalmente
equivalente; e quando uma fun¢io de uma funcio nao for exten-
sional nds a chamaremos “intensional”, de forma que “creio que
todos os homens sdo mortais” é uma funcio intensional de “x &
humano” ou “x € mortal””. Assim, as fungbes extensionais de
umsz fungfio x podem, para fins praticos, ser considerados fungdes
da classe determinada por x, enquante as fungSes intensionais
ndo podem ser assim consideradas.

Cabe observar que todas as funcdes de funcbes especificas
que temos ocasido de introduzit em Ldgica Matemdtica sio
extensionais. Assim, por exemplo, as duas fungbes de fungBes
fundamentais sdo: “$x é sempre verdadeira” e “éx ¢ algumas
vezes verdadeira”. Cada uma delas tem o seu valor-de-verdade
inalterado se ¢x € substituida por qualquer funcic formalmente
equivalente. Na linguagem de classes, se & ¢ a classe determinada
por #x, “¢x é sempre verdadeira” ¢ equivalente a “tudo é mem-
bro de &”, ¢ “¢x ¢ algumas vezes verdadeira” ¢ equivalente
a “a tem membros” ou {melhor ainda) “a tem pelo menos um
membro”. Consideremos, ainda, a condicio de que tratamos no
capftulo precedente, para a existéncia de “o termo que satisfaz
#x”. A condigio € que haja um termo ¢ tal que $x seja sempre
equivalente a “x & ¢". Trata-se, obviamente, de uma fungio
extensional, E equivalente 3 assergio de que a classe definida
pela fungio #x € a classe unitdria, isto €, a classe que tem um
membro; em outras palavras, uma classe que é um membro de 1.

Dada uma fungdo de uma fungio que pode ser ou nio ser
extensional, podemos sempre derivar dela uma fun¢do conexa e
certamente extensional da mesma funcio, pelo seguinte plano:
Admitamos que a nossa fungao de uma fungdo original seja 1al
que atribua a $x a propriedade f; consideremos depois a assergio
“hd uma fungiio com a propriedade f e formalmente equivalente
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a ¢x”". Trata-se de uma fungio extensional de ¢x; & verdadeira
guando o nosso enunciado original € verdadeiro, e € formalmente
equivalente 4 fungfio original de ¢x se esta fungdo original €
extensional; mas quando a fung¢do original é intensional, a fungio
nova é mais freqiientemente verdadeira do que a antiga. Por
exemplo, consideremos novamente “creio que todos os homens
sdo mortais”’, considerada como uma fungio de “x ¢ humano”.
A fungio extensional derivada é: “Hé uma fungdo formalmente
equivalente a ‘x é humano’ e tal que creio que o que a satisfizer
¢ mortal’”, FEssa funcio permanece verdadeira quando substi-
tuimos “x € humano” por “x € um animal racional”, ainda que
eu acredite falsamente que Fénix seja racional e imottal.

.

Dames o nome de “fungio extensional derivada™ i fungfo
construida do modo acima, a saber, & fungio: “Hé uma fun¢io
com a propriedade f e formalmente equivalente a ¢x”, onde
a funcio original era “a funcdo #x tem a propriedade /7.

Podemos considerar a fungio extensional derivada como
tendo para seu argumento a classe determinada pela fungio ¥x,
¢ como asserindo § dessa classe. Isso pode ser tomado como a
defini¢io de uma proposicio sobre uma classe. Isto €, podemos
definir:

Asserir que “a classe determinada pela fungio #x tem a
propriedade f” & asserir que ¢x satisfaz a funcdo extensional

derivada de f,

Isso d4 um significado a qualguer enunciado sobre uma
classe que possa ser feita significantemente sobre uma funcio;
e constatar-se-4 que, tecnicamente, acarreta os resultados exi-
gidos para tornar uma teoria simbolicamente satisfatdria.*

O que acabamos de dizer relativamente & definigdo de classes
¢ suficiente para satisfazer s nossas primeiras quatro condigBes.
A maneira pela qual garante a terceira e a quarta, a saber, a
possibilidade de classes de classes ¢ a impossibilidade de uma
classe ser ou nio ser membro de si mesma, € algo técnica; £
explicada em Principia Mathematica, mas pode ser aqui tomada
como algo estabelecido. Resulta que, a ndo ser pela nossa quinta
condigio, podemos considerar a nossa tarefa acabada. Mas essa
condigio — a mais importante e a mais dificil — ndo & preen-
chida em virtude do que quer que tenhamos dito até agora. A

*  Ver Principia Mathematica, vol. 1, pp. 75-84 ¢ * 20,
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dificuldade estd relacionada com a teoria dos tipos, devendo ser
ligeiramente discutida.*

Vimos no capitulo XIII que h4 uma hierarquia de tipos
légicos, e que constitui uma faldcia permitir que um objeto
pertencente a um desses tipos possa ser substituido por um
objeto pertencente a outro. Mas nao ¢ dificil mostrar que as
virias funcbes que podem ter um objeto # como argumento
n3o sio todas do mesmo tipo. Chamamo-las todas a-funcdes.
Podemos tomar primeiro aquelas entre elas que nfio envolvem
referéncia a qualguer colegio de fungbes; e estas chamaremos
“a-funcdes predicativas”. Se passarmos agora s fungdes que
envolvem referéncia a totalidade de a-fungées predicativas, incot-
reremos em uma falicia caso as consideremos do mesmo tipo
que ¢-fungbes predicativas. Tomemos um enuncizdo cotidiano
como “‘z € um francés tipico”. Como definiremos um francés
“tipico”? Podemos definilo como aquele que “possui todas
as qualidades possuidas pela maioria dos franceses”. Mas a
menos que limitemos “todas as gualidades” iquelas que ndo
envolvam referéncia a qualquer totalidade de qualidades, reremos
de observar que a maioria dos franceses ndo sio tipicos no sentido
acima, e, portanto, a definigdo mostra que nfo ser tipico é essen-
cial a um francés tipico. Ni#o se trata de uma contradicio 16gica,
porquanto nio hid razio alguma para que haja qualquer francés
tipico; mas ilustra a necessidade de separar as qualiddes que
envolvem referéncia a uma totalidade de qualidades das que ndo
a envolvem.

Sempre que, por enunciados sobre “todos” ou “alguns” dos
valores que uma varidvel pode assumir significantemente, gera-
mes um novo objeto, esse novo objeto nio deve estar entre os
valotres que 2 nossa varidvel anterior poderia assumir, porquanto,
caso contrdrio, a totalidade de valores que poderia ser per-
corrida pela varidvel sé seria definivel em termos de si mesma
¢ estarlamos envolvides em um circulo vicioso. Por exemplo,
se eu digo que “Napoledic tinha todas as qualidades que fazem
um grande general”, devo definir “qualidades” de tal maneira
que ndo incluam o gue ora estou dizendo, isto €, “‘ter todas as
qualidades que fazem um grande general” ndo deve ser em
si uma qualidade no sentide suposto. Isso € bastante Gbvio e
constitui o principio que leva A teoria dos tipos pela qual os

* O leitor gue desejar uma discussiv mais completa deverd
consultar Principia Mathematica, Introdugio, cap. II; também * 2.

{CLASSES 181

paradoxos dos circulos viciosos sdo evitados, Quanto & aplicagio
is g-funcdes, podemos supor que ‘“‘qualidades” devam significar
“funcbes predicativas”. Entao, quande digo que “Napoleio
tinha todas as qualidades etc.”, quero dizer que “Napoledo satis-
faz todas as fungdes predicativas etc.””. Esse enunciado atribui
uma propriedade a Napoledo, mas nio uma propriedade predi-
cativa; fugimos assim ao circulo vicioso. Mas sempre que ocorre
a expressio “todas as funcdes que”, as fungdes em questdo devem
ser limitadas a um tipo para que se evite um circulo vicioso; e,
como Napoledo e o francés tipico mostraram, o tipo nao fica de-
terminado pelo do argumento. Seria necessdria uma discussio
muito mais Complcta para se apresentar plenamentrz gsse ponto,
mas o que foi dito poderd bastar para esclarecer que as fungdes
que podem ter um argumento dado sde de uma série infinita de
tipos. Poderiamos, por meio de vdrios dispositivos téenicos,
construir uma varidvel gue percorresse os primeiros # desses
tipos, onde # ¢ finito, mas nio podemos construir uma varidvel
gue percorra todos eles, e, se o pudéssemos, esse mero fato
geraria de imediato um novo tipo de fungéic com os mesmos
argumentos e poria todo o processo novamente em marcha.
Chamamos is a-fungbes predicativas o primeiro tipo de
afungbes: a-fungbes envolvendo referéncia a totalidade do pri-
meiro tipo chamamos o segundo tipo, e assim por diante.
Nenhuma a-fungdo varidvel pode percorrer todos esses tipos
diferentes: devera parar logo em algum tipo definido.

Essas consideragbes sdo relevantes para nossa definigio da
func¢@o extensional derivada. Falamos de “uma funcio formal-
mente equivalente a $x7. E necessdrio decidir sobre o tipo
de fungio. Qualquer decisio servird, mas alguma decisdo ¢
inevitdvel. Chamemos { 2 suposta fungdo formalmente equiva-
lente. Entao, ¢ aparece como uma varidvel e deve ser de algum
tipo determinado. Tudo o que sabemos necessariamente sobre
o tipo de ¢ ¢ que admite argumentos de um determinado tipo
— que é (digamos) uma ¢-fungio. Mas isso, como vimos hd
pouco, ndo determina o seu tipo. Para que estejamos capacitados
{como o exige o nosso quinto requisito) a lidar com fodas
as classes cujos membros sdo do mesmo tipo que &, devemos ser
capazes de definir todas essas classes por meio de fungdes de
algum tipo; equivale a dizer, deve haver algum tipo de ¢-funcio,
digamos #.° tal que qualquer o-funcio seja formalmente equiva-
leate a alguma g-funglio do #.° tipo. Se tal for o caso, entdo
Qualquer funcio extensional que se verifique para todas as
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a-funcdes de »° tipe se verificard para qualquer g-fungio que
seja. R principalmente como um meio técnico de corporificat
uma suposigio conducente a csse resultado gue as classes sdo
lteis. A suposi¢io ¢ chamada “axioma da redutibilidade” e pode
ser assim enunciada:

“Hd um tipo {digamos, 7} de a-fungdes tal que, dada
qualquer a-fungio, ela é formalmente equivalente a alguma
fungio do tipo em gquestdo”.

Se esse axioma ¢ admirido, usamos fungdes desse tipo para
definir as nossas fungdes extensionais associadas, Os enunciados
sobre todas as e-classes {isto &, todas as classes definidas por
a-fungdes ) podem ser reduzidas a enunciados sobre todas as #-fun-
goes) do tipo . Enquanto estiverem envolvidas apenas fungdes
de funcdes extensionais, isso nos dd na pratica resultados que de
outro modo exigiriam a impossivel nogdo de “todas as g-fungbes’’.
Uma regizo particular onde isso € vital é a da indugdo mate-
mitica. '

O axioma da redutibilidade envolve tudo o que é realmente
essencial na teoria das classes. Portanto, vale a pena perguntar
se hd alguma razio para se supor seja verdadeiro.

Esse axioma, como o axioma multiplicativo, ¢ o axioma
da infinidade, ¢ necessdrio para certos resultados, mas ndo para
a simples existéncia do raciocinio dedutive. A teoria da de-
dugio, conforme explicada no capitulo XIV, e as leis para as
proposicdes envolvendo “todos” e ‘‘alguns”, sdo, da prépria
contextura do raciocinio matemdtico: sem elas, ou algo seme-
lhante a elas, ndo apenas ndo obteriamos os mesmos resultados,
mas ndo obterfamos resultado algum. Nio as podemos usar
como hipdteses e deduzir conseqiiéncias hipotéticas, pois elas
sdo tanto regras de dedugic como premissas. Elas devem ser
absolutamente verdadeiras, ou entdo o que deduzimos de acordo
com elas, nem mesmo se seguiria das premissas. Por outro lado,
o axioma da redutibilidade, como nossos dois axiomas matemé-
ticos anteriores, poederia perfeitamente bem ser enunciado como
uma hipdtese onde quer que usado, em vez de se admitir seja
realmente verdadeirc.  Podemos deduzir suas conseqiiéncias
hipoteticamente; podemos também deduzir as consegliéncias de
supd-lo falso. E, portanto, apenas conveniente e nido necessdrio.
E, em vista da complicagdo da teoria dos tipos e da incerteza de
tudo exceto seus principios mais gerals, é impossivel até agora
dizer se ndo poderd haver algum modeo de prescindir totalmente
do axioma da redutibilidade. Contudo, admitindo-se a cor-
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re¢io da teoria acima esbogada, que poderemos dizer sobre a
verdade ou a falsidade do axioma?

O axioma, como podemos observar, é uma forma generali-
zada da identidade dos indiscerniveis, de Leibniz. Ele admitiu,
como um principio 16gico, que dols sujeitos diferentes devem
diferir no tocante aos predicados. Mas os predicados sdo apenas
alguns enire os gque chamamos “fungdes predicativas”, as quais
incluirac também relagbes entre termos dados e vidrias proprie-
dades que nio devem ser levadas em conta como predicados.
Assim a suposi¢io de Leibniz é muito mais estrita e estreita do
que a nossa. {Nao, naturalmente, de acordo com a swa [dgica,
que considerava fodas as proposicdes como relutdveis 2 forma
sujeito-predicado.) Mas nao hd boa razio alguma para se acre-
ditar na sua forma, ao que eu veja. Poderd muire bhem haver,
como uma questdo de possibilidade logica abstrata, duas coisas
que tenham exatamente os mesmos predicados, ne sentido
estreito em que vivos usando a palavra “predicado”. Como se
apresentard © nosso axioma se passarmos além dos predicados
nesse sentido estreito? Nio parece haver, no mundo real, modo
algum de duvidar de sua verdade empirica no tocante aos parti-
culares, em razio da diferenciagio espago-temporal: ndo hd dois
particulares tendo exatamente as mesmas relacdes espaciais e
temporais com todos os outros particulares. Mas isso &, por
assim dizer, um acidente, um fato sobie o mundo no qual
acontece nhos encontrarmos. A Logica pura e a Matemidtica
puta (que € a mesma coisa) visam a serem verdadeiras, na
fraseologia leibiniziana, em todos os mundos possiveis, nio ape-
nas neste mundo desordenado em que o acaso nos aprisionou,
Hi uma certa fidalgnia que o légico deve preservar: ele nio
deve condescender em derivar argumentos das coisas que vé a0
seu redor,

Encarado desse ponto de vista estritamente légico, nao
vejo qualquer razdo para acreditar que o axioma da redutibilida-
de_ seja logicamente necessaric, que € 0 que se quereria dizer ao se
afirmar que ele ¢ verdadeiro em todos os mundos possiveis.
A admissio deste axioma em um sistema de légica €, portanto,
um defeito, ainda que o axioma seja empiricamente verdadeiro,

por essa razio que a maioria das classes ndo pode ser
considerada tio completa quante a teoriz das descricbes. Hi a
necessidade de se trabalhar ainda mais a teoria dos tipos, na
esperanca de se chegar a uma doutrina das classes que nio
exija essa diibia suposigio. Mas é razodvel considerarse a teoria
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esbogada no presente capitulo certa em suas linhas principais,
isto €, em sua redugdo de proposicio nominalmente sobre classes
a proposigdes sobre suas funcdes definidoras. Ewvitar classes
come entidades por esse mérodo deve, pareceria, ser seguro em
principio, embora © detalhe ainda exija ajuste. E pelo fato
de isso parecer inevitdvel que incluimos a teoria das classes, a
despeito de nosso desejo de excluir, no quanto.possivel, o que
parecesse abetto a sétias davidas, )

A teoria das classes, acima esbocada, reduz-se a um axioma
¢ a uma definigdo. A bem da delimitagio, nds a repetimos aqui.
O axioma &

Ha um tipo < tal que se ¢+ ¢ wuma fungdo que
pade adwiitiv um objeto dado a como argumento,
entio bd uma fungio & do tipo © que é formalmente
eguivalente a 4.

A definicio é:

Se ¢ & uma funcio gue pode admitir wm objeto
dado a como argumento, e T 0 tipo mencionado no
axioma acima, entdo dizer gue a classe delerminada
por ¢ tem a propriedade f & dizer que hi uma fungdo
do tipe < formalmente equivalente a ¢, tendo a pro-
priedade |

CAPITULO XVIII

Matematica e Logica

A MaTtemATICA E A Ldcica foram, historicamente falando,
estudos inteiramente distintos, A Matemirtica esteve relacio-
nada com a ciéncia e a Légica com o idioma grego, Mas ambas
se desenvolveram nos tempos modernos e a Légica rornou-se
mais Matemitica e a Matemdtica tornou-se mais Ldgica. A con-
seqiéncia € que se tornou agora inteiramente impossivel tracar
uma linha entre as duas; de faro, as duas sio uma. Diferem
enire si como rapaz e homem: a Lépica € a juventude da Ma-
temdtica e a Matemdtica é a maturidade da Ldgica. Esse ponto
de vista € mal aceito pelos ldgicos, que tendo passado a vida no
estudo dos textos cldssicos, sio incapazes de acompanhar um
pedago de raciocinio simbdlico, & pelos matemdticos que apren-
deram uma técnica sem se darem ao trabalho de indagar sobre
o seu significado ou justificativa. Ambos os tipos estdo agora
felizmente ficando mais raros. Tanto o trabalho matemdtico
moderno se encontra obviamente na fronteira da Ldgica, quanto
a Légica moderna ¢ simbdlica ¢ formal, que a relagio muito
estreita em Ldgica e Matemdtica tornou-se dbvia pata todo
estudante instruido, A prova de sua identidade €, naturalmente,
uma questdo de detalhe: comegando com as premissas que
seriam universalmente admitidas como pertencentes 3 Ldgica,
e chegando, por dedugdo, a resultados que de modo igualmente
Obvio pertencem a Matemdtica, constatamos ndo haver um
ponto pelo qual possa ser tragada uma linha distinta, separando
a Légica 3 esquerda ¢ a Matemdrica a direita. Se ainda houver
0s que nac admitem 2 identidade entre Légica e Matemdtica,
podemos desafid-los a indicar em que ponto, nas definicdes ¢
deducdes sucessivas de Primcipia Mathematica, consideram que
a Logica termina e a Matemdtica principia. Serd entio ébvio
que qualquer resposta terd de ser assaz arbitriria.
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Nos capitulos iniclais deste livro, comecando com os
nimeros naturais, definimos primeiro os “nimeros cardinais”
e mostramos como generalizar a concepgio de niimero, anali-
sando entdo os conceitos envolvidos na definigio, até que nos
surpreendemos lidando com os furdumentos da Légica. Em
um tratamento sintérico, dedutive, esses fundamentos vém pri-
meiro, e os nlimeros naturais sé sdo atingidos apds longa
jornada. Tal tratamento, conguanto formalmente mais concreto
do que o que adotamos, € mais dificil para o leitor, porque os
conceitos e proposi¢des logicos dltimos com que comega sdo
rematos e ndo familiares, em comparagfic com os ndmeros natu-
rais. Também, eles representam a atual fronteira do conhe-
cimento, além da qual estd o ainda desconhecido; & o deminio
do conhecimento sobre eles ainda ndo estd bem seguro.

Costumava-se dizer que a Matemdtica € a ciéncia da “quan-
tidade”. “Quantidade” é uma palavra vaga, mas, para argu-
mentar, podemos substitufla pela palavea “nimero”. O enun-
ciado de que a Matemitica é a ciéncia do plimero seria ndo-
-verdadeiro de dois modos diferentes. Por um lado, hd ramos
reconhecidos da Matemdtica que nada tém a ver com o ndmero
— toda a Geometria que nfio usa coordenadas ou mediciao, por
exemplo: a Geometria Projetiva e Descritiva, até o ponto em
que s3o introduzidas coordenadas, nada tem a ver com ndmero,
ou mesmo com quantidade, no sentido de maior € menor. Por
outro Jado, tornou-se possivel, por meio da defini¢io de cardi-
nais, pela teoria da indugdo e pelas relagdes ancesrrais, pela
teoria geral das séries; e pelas definicdes de operagles aritme-
ticas, generalizar muito do que costumava ser provado somente
em conexfio com os numeros. O resultado € que o que era
anteriormente o estudo exclusivo da Aritmética tornou-se agora
dividido em vérios estudos separados, nenhum dos quais espe-
cialmente ligado aos nimeros, As propriedades mais elemen-
tares dos ndmeros estdo ligadas as relagdes de um-para-um e a
similaridade entre classes. A adigio estd ligada a construgio de
classes mutuamente exclusivas respectivamente similares a um
conjunto de classes que ndo se sabe serem mutuamente exclu-
sivas. A multiplicacio é fundida com a teoria das “selecdes”
isto €, de uma certa espécie de relagdes de um-para-muitos. A
tinitude € fundida com o estude geral das relagBes ancestrais,
que acarreta toda a teoria da inducde matemdtica, As proprie-
dades ordinais das vdrias espécies de séries numéricas, e os
elementos da teoria da continuidade de fungdes e os limites
de fung¢des, podem ser generalizados de modo 2 ndo mais envol-
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verem gualquer referéncia essencial a nimeros. Constimi um
principio de todo raciocinio formal generalizar ao maximo,
porquanto assim asseguaramos que um determinado processo
de dedugio tenha resultados mais amplamente aplicdveis; esta-
mos, portanto, ao generalizarmos assim o raciocinio da Arit-
mética, meramente seguindo um preceito que € universalmente
admirido em Matemdtica. E ao generalizarmos desse modo,
criamos, na verdade, um conjunto de sistemas dedutivos novos,
nos quais a Aritmética tradicional € imediatamente dissolvida
e ampliada; mas se se deve dizer que qualquer desses novos
sistemas dedutivos — por exemplo, a teoria das selegbes —
pertence 4 Lépica ou i Aritmética, é coisa inteiramente arbi-
trdria ¢ incapaz de ser racionalmente decidida.

Somos agora colocados face a face com a questdo:
Que disciplina é essa, que pode ser chamada indiferentemente
Matemdrica ou Légica? Haverd algum modo pelo qual pode-
remos defini-la?

Certas caracteristicas do disciplina sdo claras. Para come-
¢ar, nao tratamos, nesta disciplina, com coisas particulares ou
propriedades particulares: tratamos formalmente com o que
pode ser dito sobre gualguer coisa ou gualguer propriedade.
Estamos preparados para dizer que um e um sdo dois, mas
nao gue Socrates ¢ Platdo sdo dois, porque, em nossa capacidade
de ldgico ou matemdrico puro, jamais ouvimos falar de Sécrates
¢ Platdo. Um mundo no qual ndo tenha existido tais individuos
ainda seria um mundo no qual um e um sfo dois. Nio nos
compete, como matemdtico puro ¢ Jdgico, mencionar seja o©
que for, porque, se o fizermos, introduzitemos algo irrelevante
e ndc formal. Podemos esclarecer isso pela aplicagio ac caso
do silogismo. A Ldgica tradicicnal diz: “Todos os homens sdo
mortais, Sécrares € um homem, portanto Séerates ¢ mortal”,
Mas estd claro que o que gueremos asserir €, para comegar,
apenas que as premissas implicam a conclusdo nio que as pre
missas ¢ a conclusdo sejam realmente verdadeiras, até mesmo
# Ligica mais tradicional diz que a verdade real das premissas €
irrelevante para a Ldgica. Assim, a primeira modificacdo a ser
feita no silopismo tradicional acima é enuncid-lo da seguinte
forma: “Se rodos os homens s3o mortais e Sdcrates é um homem,
entdo Sécrates é mortal”. Podemos agora observar que se pre-
tende comunicar que esse argumento € vilido em virtude de sua
forma e nao em virtude dos termos particulares que nele acor-
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rem. Se tivéssemos omitido “Sécrates é um homem™ de nossas
premissas, teriamos um argumento ndo-formal, somente admis-
sivel porque Sécrates € de fato um homem; neste caso nao
terfamos podido generalizar o argumento. Mas quando, como
acima, © argumento é formal, nada depende dos termos que
nele ocorrem. Assim, podemos substituit bomens por «, mor-
tais por B e Sdcrates por x, onde & e f§ s#@0 quaisquer classes
e x & qualquer individuo. Chegamos entio ao enunciado: “In-
dependentemente de que valores possiveis x e & e B possam ter,
se todos os o forem B e x for um ©, entdo x & um B em
outras palavras, “a fun¢do proposicional ‘se todos 0s a sio
£ exéum a, entdo x é um B € sempre verdadeira”. Temos
aqui, finalmente, uma proposicio de Ligica — a que é apenas
sugerida pelo enunciado tradicional sobre Sécrates e homens e
mortais.

Estd claro que, se temos em mira o raciocinio formal,
devemos sempre chegar ultimamente a enunciados come o acima
enunciado, nos quats ndo sejam mencionadas coisas ou pro-
priedades reais; isso acontecerd através do mero desejo de nio
desperdicarmos o nosso tempo provando em um caso parti-
cular o que pode ser provado geralmente. Seria ridiculo demo-
rar-nos em longo argumento sobre Sdcrates e depois passarmos
ptecisamente pelo mesmo argumento sobre Platdo. Se o nosso
argumento se aplica (digamos) a todos os homens, prové-lo-emos
relativamente a “x”, com a hipdtese ““se x é um homem”. Com
essa hipétese ¢ argumento conservard sua validez hipotética até
mesmo quando ¥ ndo ¢ um homem. Mas constataremos que o
nosso argumento ainda seria vilido se, em vez de supormos que
x seja um homem, supuséssemos que fosse um macaco ou um
ganso ou um Primeiro-Ministro. Nao podemos, portanto, des-
perdicar nosso tempo tomando para premissas ‘'x € um homem",
preferindo escolher “x € um @, onde & é qualquer classe de
individuos, ou “#x” onde ¢ € qualquer fungic proposicional
de algum tipo assinalado. Assim, a auséncia de toda mengfio a
coisas ou propriedades particulares em Légica ou Matemiatica
pura é um resultado necessirio do fato de ser esse estude, como
se diz, “puramente formal”,

A esta altura nés nos sutpreendemos defrontando-nes com
um problema que € mais ficil de se enunciar do gque de se
resolver, O problema ¢é: “Quais sio os constituintes de uma
proposicdo légica?” Nio sel a resposta, mas me proponho expli-
car como o problema surge.
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Tememos (digamos) a proposi¢io *'Socrates preceden Aris-
toteles”.  Aqui, parece ébvio termos uma relagio entre dois
termos € que os constituintes da proposi¢io (bem como do
fato correspondente) sdo simplesmente os dois termos e a
relacio, isto &, Socrates, Aristételes e preceden. (Ignoro o fato
de que Sécrates e AristSteles ndio sdo simples; também o fato de
que o que parece ser seus nomes & realmente descrigdes trun-
cadas. Nenhum desses fatos € relevante para a presente questdo. )
Podemos representar a forma geral de tal proposigio por “x R 3",
que se pode ler “x tem a relacao R com y". Essa forma geral
pode ocorrer nas proposigdes Jogicas, mas nenhuma insténcia
particular dela pode ocorrer. Ser-nos-d dado inferir que a pré-
pria forma geral seja um constituinte de tais proposigdes Iégicas?

Dada uma proposigio, tal como “Sécrates precede Aristd-
teles”, temos certos constituintes e também uma certa forma.
Mas a forma nic ¢ ela mesma um novo constituinte; se o fosse,
necessitariamos de uma nova forma para englobar tanto ela
como os outros constituintes. Podemos, na verdade, transfot-
mar fodos os constituintes de uma proposigic em varidveis,
mantende, ao mesmo tempo, a forma inalterada, E isso o que
fazemos quando usamos um esquema como “x R 37, que indica
gualquer uma de uma certa classe de proposicdes, a saber, as
que asserem relagdes entre dois termos.  Podemos passar a
assergOes gerais, tal como “x R y € algumas vezes verdadeira”
— isto &, hd casos em que se verificam relagdes duplas. Essa
assercio pertencers a Logica {ou Matematica) ne sentido em
que estamos usando a palavea.  Mas nesta assergio ndo men-
cionamos quaisquer coisas particulares ou relagbes particulares;
nenhuma coisa ou relagdo particular poderd jamais entrar em
uma proposicdo da Légica pura. Somos deixados com as formas
puras como os Wnicos constituintes possiveis das proposicGes
légicas.

Nio desejo asserir positivamente que as formas putas —
por exemplo, a forma “x R ¥’ — realmente entram em propo-
sicoes da espécie que estamos considerando. A questao da
andlise de tais proposicdes é dificil, havendo consideragSes em
conflito de um e de outro lado. Nio podemos cuidar dessa
questdo sgora, mas podemos aceitar, como uma primeira apro-
ximacio, o ponto de vista de que as forwras sdo o que entra nas
proposi¢des 1ogicas como seus constituintes, E podemos explicar
(embora ndo definir formalmente) o que queremos dizer porx
“forma” de uma proposigio, como se segue:
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A “forma” de uma proposicio é aquilo, nela, que perma-
s

nece inalterado quando todo constiruinte da proposicio é subs-
tituide por outro.

Assim "“Sécrates € anterior a Aristételes” tem a mesma
forma que “Napoleio ¢ maior do que Wellington”, embora
todos os constituintes das duas proposigdes sejam diferentes.

Podemos entdo estabelecer, comoe uma caracteristica ne-
cessatla {embora ndo suficiente) das proposicdes Idgicas ou
matemdticas, que elas sejam tais que possam ser obtidas de uma
proposicdc ndo contende varidvel alguma (isto €, nenhuma pa-
lavra como fodos, alguns, um, o etc.) transformande todo cons-
titvinte em uma varidvel € asserindo que o resultado ¢ sempre
verdadeiro ou afgumas vezes verdadeiro, ou que € sempre verda-
deiro com respeito ds outras, ou qualquer variante dessas formas.
E outra maneira de enunciar a mesma ccisa é dizer que a
Légica (ou a Matemadtica) estd interessada somente em formas,
estando interessada nelas somente no tocante 3 maneira de
enunciar que s&o sempre ou algumas vezes verdadeiras — com
todas as permutagdes de “sempre” e “algumas wvezes” que
possam ocorrer.

H4 em toda linguagem algumas palaveas cuja unica funcio
¢ indicar forma. Essas palavras, falando-se de modo geral, sao
mais comuns nas linguagens que tém menos inflexdes. Vejamos
“Socrates ¢ humano”.  Aqui “é” nao € um constituinte da
proposi¢io, mas meramente indica a forma sujeito-predicado.
Similarmente, em "“Sdcrates ¢ anterior a Aristételes™, “é” e “'a”
meramente indicam forma; a proposi¢io é a mesma que “S4-
crates precede Atistételes”, na qual aquelas palavras desapa-
receram ¢ a forma é indicada de outro modo. A forma pode,
via de regra, ser indicadz de outro modo que nfo por palavras
especificas: a ordem das palavras pede fazer mais pelo que
¢ desejado. Mas nido se deve insistir nesse principio. Por exem-
plo, ¢ dificil ver como poderiamos expressar convenientemente
formas moleculares de proposicdes (isto €, o gque chamamos
“fung¢es-de-verdade”) sem palavra alguma. Vimos no capitulo
XIV que uma palavra ou simbolo ¢ suficiente pata esse pro-
posito, a saber, uma palavra ou simbolo expressando fmcom pe-
tibilidade. Mas sem pelo menos uma nos encontrarfamos em
dificuidades. Isso ndo €, contudo, ¢ importante para ¢ nosso
presente propdsito. O que € importante para nds é observar
que a forma poderd ser o interesse exclusivo de uma proposicio
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geral, mesmo quando nenhuma palavra ou simbolo nessa pro-
posi¢io designe a forma. Se desejamos falar da prépria forma,
devemos ter uma palavra para ela; mas se, como em Mafemé-
tica, desejamos falar sobre todas as proposi¢ées que tém a
forma, geralmente se constatard ndo ser indispensdvel uma
e - ¢
palavra para a forma; provavelmente ela nunce € indispensivel
em teoria,

Admitindo — como penso podermos fazer — que as
formas das proposicdies podem ser representadas pelas formas
das proposicBes nas quais sdo expressadas sem qualquer palavra
especial para as formas, chegarfamos a uma linguagem na qual
tudo o que fosse formal pertenceria 2 sintaxe e nao a0 vocabuld-
ric. Em tal linguagem poderfamos expressar todas as propo-
sighes da Matemdtica, até mesmo se nda soubéssemos uma s6
palavra da linguagem. A linguagem da Légica Matemadtica,
caso fosse aperfeicoada, seria tal linguagem. Teriamos simbo-
los para as varidveis, tais como “x™ e “R” e “'y", arranjados de
vérias maneiras; e a maneira de arranjar indicarfa que algo
estaria sendo dito verdadeiro para todos ou alguns valores das
varidveis. NAo necessitarfamos saber gqualquer das palavras,
porque elas s6 seriam necessdrias para dar valores s varidveis,
o que constitui o assunto dos matemiticos que cuidam da
Matematica aplicada, ndo de uma proposicio da Logica, que
dada uma linguagem apropriada, tal proposi¢do pode ser asserida
em tal linguagem por uma pessoa que conhega a sintaxe sem
saber uma inica palavra do vocbuldrio.

Mas, afinal de contas, hd palavras que expressam forma,
tais como “€” e “do que’. E, em todo simbolismo até agora
inventado para a Ldgica Matemdtica, hi simbolos que tém
significados formais constantes, Podemos tomar como exem-
plo o simbolo de incompatibilidade que é empregado na estru-
turacio das fungBes-de-verdade. Tais palavras ou simboles
podem ocorrer em Ldgica. A questdo € Como os definitemos?

Tais palavras on simbolos expressam o que € chamado
“constantes lSgicas”, As constantes 1gicas podem set definidas
exatamente como definimos as formas; na verdade, elas sio,
em esséncia, a mesma coisa. [Jma constante légica fundamental
serd agquela que € comum entre virias proposicdes, cada uma
das quais pode resultar de qualquer outra substituicio de termos
um pelo outro. Por exemplo, “Napoledo € maior do que
Wellington™ resulta de “Sécrates € anterior a AristSteles”,
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pela substitui¢gio de “Sécrates” por ‘‘Napolefo”, ‘“Aristéte-
les” por “Wellington” e *anterior” por “‘maior”. Algumas
proposicoes podem ser obtidas dessa maneira do protétipo
“Sderates € anterior a Aristdteles” e outras nio; as que podem
sdo as da forma “x R y”, isto ¢, expressam relages duplas. Nio
podemos obter do protétipo acima, pela substituigio termo a
termo, proposi¢des como ‘‘Sécrates € humano” ou “os atenien-
ses deram cicuta a Socrates”, porque a primeira é da forma
sujeito-predicado e a segunda expressa uma relagio de irés
termos, Para que tenhamos palavras em nossa linguagem 1gica
pura, elas devem ser tais que expressem “constantes légicas”
e as “‘constantes [Ogicas” serdo sempre o que € ou se derivario
sempre do que € comum entre um grupo de proposighes
derivivels umas das outras, da maneira acima, por substirui¢io
tefrmo a termo. E isso que hd em comum ¢ o que chamamos
“forma”,

Nesse sentido, todas as constantes que ocorrem na Mate-
mdtica pura sfo constantes logicas, O ndamero 1, por exemplo,
é derivado de proposi¢ies da forma: “Hd um termo ¢ tal que
¢x ¢ verdadeira quando e somente quando x € ¢”. Isso € uma
fungio de #, e varias proposicoes diferentes resultam de dar-se
valores diferentes a ¢. Podemos (com um pouco de omissdo
dos passos intermedidrios que nio s3o relevantes para os nossos
propositos atuais) tomar a funcido acima de ¢ como o que se
guer dizer por “a classe determinada por ¢ € uma classe
unitdria” ou “a classe determinada por ¢ ¢ um membro de 17
(sendo 1 uma classe de classes). Dessa maneira, as proposi-
¢des em que 1 ocorre adguirem um significado que se detiva
de certa forma légica constante. E se constatard dar-se 0 mesmo
com todas as constantes matemdticas: todas sdo constantes
légicas, ou abreviagbes simbdlicas cujo pleno uso em um contexto
préprio € definido por meio de constantes l3gicas.

Mas embora todas as proposigdes logicas (ou matemi-
ticas) possam ser expressadas inteiramente em termos de cons-
tantes ldgicas juntamente com varidveis, nio se di o caso
inverso de todas as proposicdes que podem ser expressadas
dessa maneira serem légicas. Encontramos, até agora, um critério
necessdrio, mas ndo suficiente das proposicdes matematicas,
Definimos suficientemente o cariter das idéias primitivas em
termos das quais todas as idéias da Matemdtica podem ser defi-
nidas, mas nao das proposi¢ées primitivas a partir das quais todas
as proposi¢des da Maremdtica podem ser deduzidas, Isso é um
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assunto mais dificil, para o qual nio se conhece até agora a
resposta completa.

Podemos tomar o axioma d. infinidade como um exemplo
de proposigio que, embora possa ser enunciada em termos 1égi-
cos, ndo pode ser asserida como verdadeira pela Logica. Tadas
as proposigdes da Logica tém uma caracteristica que se costuma
expressar dizendo-se que era analitica, ou que suas contradi-
¢bes eram autocontraditérias, Essa maneira de enunciar ndo
g, contudo, satisfatéria. A lei de contradi¢do é meramente uma
entre proposi¢des légicas; nio tem qualquer proeminéncia espe-
cial; e a prova de gue a contraditéria de alguma proposigio
¢ autocontraditéria deverd semelhantemente exigir outros prin-
ciplos de deducdo além da lei de contradigio. Nio obstante,
a caracteristica das proposigdes 16gicas que buscamos € aquela
que foi sentida, e supostamente definida, pelos que diziam
consistit ela na dedutibilidade a partir da lei de contradigzo,
Essa caracteristica, que podemos, no momento, chamar teuto-
logia, obviamente ndo pertence 3 asser¢io de que o nimero de
individuos no universe € », seja qual for o nimero ». Nao
fosse a diversidade de tipos, seria possivel provar logicamente
que hid classes de # termos, sendo # qualquer inteire finito; ou
até que hd classes de R, termos, Mas, devido aos tipos, tais
provas, como vimos no capitulo XIII, sdo falaciosas. Ficamos
entregues 3 observacio empitica para determinar se hd » indi-
viduos no mundo. Enire os mundos ‘‘possiveis”, no sentido
leibniziano, baverd mundos tende um, dois, trés. .. individuos.
Nio parece sequer haver qualquer necessidade ldgica para que
houvesse sequer um individuo * — por que, de fato, deve
existir qualquer mundo seja ele qual for? A prova ontolégica
da existéncia de Deus, caso fosse vilida, estabeleceria a neces-
sidade légica de pelo menos um individuo, Mas essa prava
¢ geralmente reconhecida invilida e se apdia, de fato, em um
ponto de vista errado sobre a existéncia -— isto ¢, malogra em
perceber que sé pode Ser asserida a existéncia de algo descrito
¢ nio de algo nomeado, de modo que € sem significado argu-
mentar-se a partit de “isto € assim-assim” e o assim-assim
existe” para “isto existe’’, Se rejeitamos o argumento ontold-
gico, parece sermos levados a concluir que a existéncia de um

7 As proposighes primitivas em Principia Mathematica sio tais
que permitem a inferéncia de gue pelo menos um individuo existe.
Mas hoje contemplo isso como um defeito em pureza logica.



194 InTrODUGAO A FiLOsoF1A MATEMATICA

mundo € um acidente — isto €, ela nio ¢ logicamente necessdria.
Se assim for, nenhum principio da Ldgica pode asserir a “‘exis-
téncia”, exceto sob uma hipitese, isto €, nenhum pode ser da
forma “a fun¢io proposicional assim-assim € algumas vezes
verdadeira”. As proposicGes dessa forma, quando ocorrem na
Logica, teric de ocorrer como hipdteses ou conseqiiéncias
de hipdteses, ndo como proposi¢des asseridas como proposigdes
completas. As proposicdes completas asseridas da Légica serdo
todas tais que afirmam que alguma fungio proposicional &
sempre verdadeira. Por exemplo, ¢ sempre verdade que, se p
implica ¢ e ¢ implica », entio p implica r, ou que, se todos
os ot 530 8 e x é um o, entdo x é um . Tais proposicées podem
ocorrer em Ldgica e sua verdade € independente da existéncia
do universo. Podemos estabelecer que, se nio existisse nenhum
universo, fodas as proposiches gerais seriam verdadeiras; por-
que a contraditdtia de utna proposigio getal € (como vimos no
capitulo XV) uma proposicio asserindo existéneia, e, portanto,
seria sempre falsa se ndo existisse um universo.

As proposicdes ldgicas s3o tals que podem ser conhecidas
a priori, sem estudo do mundo real. $é sabemos do estudo de
fatos empiricos que Sdcrates € um homem, mas conhecemos
a cortegio do silogismo em sua forma abstrata (isto €, quando
ele é enunciado em termos de varidveis) sem necessitar de
qualquer apelo 4 experiéncia. Isso ndo ¢ uma caracteristica
das proposi¢des légicas em si, mas da maneira em que as conhe-
cemos. Tem, centudo, um impacto sobte a questio sobre gual
pode ser sua natureza, porquanto hi algumas espécies de
proposicdes que seria muito dificil supor-se poderiamos conhe-
cer sem experiéncia,

E clato que a definigio de “Légica” ou ‘‘Matemadtica”
deve ser buscada através da tentativa de dar uma nova definicio
da velha nogdo de proposicdes “analiticas”. Conquanto ndo
mais nos possarmos satisfazer com o definir as proposi¢des
légicas como sendo aquelas que se segnem da lei da contradico,
podemos e devemos ainda admitir que elas sdo uma classe de
proposicOes Inteiramente diferentes das que chegamos a conhe-
cer empiricamente. Todas elas t8m a caracteristica que, hd
pouco, concordamos chamar “tautologia™. Isto, combinado com
o fato de que podem ser inteiramente expressadas em termos
de varidveis e constantes légicas (sendo uma constante légica
algo que permanece constante em uma proposigio até mesmo
quando fodos os seus constitwintes sio mudados), dard a defi-
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nicdo de Logica ou Matemdtica pura. No momento, nio sei
como definir “tautologia”.* Seria ficil apresentar uma defini.
¢do que seria satisfatéria por momentos; mas nio conhego de-
finicio alguma que eu sinta ser satisfardria, a despeito de eu
me sentit inteiramente familiarizado com a caracteristica da gual
se deseja uma definicdo, A esta altura, portanto, por momentos,
atingimos a fronteira do cophecimento em nossa jornada de
volta dos fundamentos Iégicos da Matemidtica.

Chegamos agora ao fim de nossa introducdo algo sumdria
4 Filosofia Matemdtica. E impossivel transmitir adequadamente
as idéias contidas neste assunto enquanto nos absiivermos do
uso dos simbalos l6gicos. Como a linguagem otdindria ndo tem
palavra alguma que expresse exatamente o que desejamos
expressar, torna-se NECESsario, enquanto nos apegarmos a lingua-
gem ordindria, forcar as palavras a terem significados incomuns;
e certamente o leitor tende, apds algum tempo, se nio mesmo
logo de inicio, a atribuir os significados usuais as palavras,
chegando, assim, a nogbes errdneas sobre o que se pretende
dizer. Mais ainda, a gramdtica e a sintaxe ordindrias sio extraor-
dinariamente enganosas. Este é o caso, e.g. com r1elagic aos
nimeros; “dez homens” €, gramaticalmente, da mesma forma
gue “homem branco”, de modo que se pode pensar que 10
seja um adjetivo qualificando “homens”, O mesmo se dd quan-
do sfio envolvidas fung¢fes proposicionais, e, em especial, no
tocante & existéneia e As descrigdes.  Porque a linguagem é
enganosa, bem como porgue ela ¢ difusa e inexata guando
aplicada 4 Ldgica (2 qual jamais se destinou}, o simbolismo
1dgico é absolutamente necessdrio a qualquer tratamento exato
ou total de nosso assunto. FPortanto, os leitores que desejarem
adquitit um dominio dos principios da Matemitica nio fugirdo,
¢ de se esperar, ao trabalho de dominar os simbolos — um
trabalho que, na verdade, ¢ muito menor do que se poderd
pensar,  Como o estudo apressado acima deve ter deixado
evidente, h4 inumerdveis problemas ndo resolvidos no assunto,
sendo necessdrio muito trabalho. Se algum estudante for levado
a um sério estudo da Ldgica Matemdtica por este pequeno livro,
este terd servido ao principal propdsito com que fot escrito.

.. A importdneia da “tautologia” para uma defini¢io de Mate-
matica me foi apontada por meu ex-alune Ludwig Wittgenstein, que

trabalhava no problema. Nio sei se ele o resolveu ou até se ele estd
VIVO ou morto.



